Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



k«*^ 



«MM 



.■.-■'p - »^ 



ALLGEMEINE THEORIE 



DER 



CURVEN DOPPELTER KRÜMMUNG 

IN REIN GEOMETRISCHER DARSTELLUNG. 



ZUR EINFÜHRUNG IN DAS STUDIUM DER CURVENTHEORIE 



VON 



Db. WILHELM SCHELL, 

OROSSHERZOGI/, BAD. GEH. HOFRATH UND PROF. AN DER TECHNISCHEN lIOCHSCHrLE 

ZU KARLSRUHE. 



ZWEITE, ERWEITERTE AUFLAGE. 




LEIPZIG, 

VERLAG VON B. G. TEUBNER. 

1898. 



ALLE RECHTE, 
EINSCHLIESSLICH DES ÜBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN. 



DRUCK VON B.U. TEUBNEIl IN DRESDEN. 






'S 



f> 



. o Vorwort. 

» • 

J ^ 

Eine umfassende rein geometrische Theorie der Curven 
doppelter Krümmung würde folgende Hauptpunkte in Betracht 
zu ziehen haben. 

1. Die Erzeugung der Curven als continuirliche Punktfolge 
^ einerseits und als continuirliche Folge von Ebenen andrerseits. 

^ ^ Die Punktfolge ist der Inbegriff aller Lagen eines Punktes, welcher 
zwei Bedingungen genügt; ebenso ist die Ebenenfolge die Ge- 
sammtheit aller Lagen einer Ebene, welche zwei Bedingungen 
unterworfen ist. Diese Bedingungen sind constante Relationen 
der Lage des Punktes oder der Ebene gegen andere geometrische 
Gebilde, Punkte, Geraden, Ebenen und andere Flächen. Beide 
Erzeugungsarten entsprechen sich dualistisch und können mit 
Hülfe der Reciprocität aus einander abgeleitet werden. Bei der 
grossen Mannigfaltigkeit der der Curvenerzeugung zu Grunde 
liegenden Bedingungen ist es schwer, die Gruppen derselben zu 
classificireu. Indessen es können gewisse Gruppen von Er- 
gänzungsarten herausgehoben werden. Eine solche Gruppe bilden 
alle Curven von der Art, dass in jede Ebene des Baumes höchstens 
n ihrer Punkte fallen oder durch jeden Punkt höchstens n ihrer 
Ebenen hindurchgehen, die Curven >^*®' Ordnung und die w*®' Classe. 
Die geometrischen Bedingungen der Erzeugung und damit die 
ihrer Existenz aufzufinden, ist eine hier vorliegende Hauptaufgabe. 
Durch einen gewissen Grenzenübergang, nämlich für n = cx>, 
würde die erzeugende geometrische Construction zu transcendenten 
Curven führen. Die analytisch« Geometrie definirt die genannte 
Curvengattung durch algebraische Gleichungen; es ist aber nicht 
bekannt, durch welchen Grenzenübergang die Gleichungen tran- 
scendenter Curven hieraus erhalten werden können. 

2. Das Studium einer gegebenen Curve im einzelnen Punkte 
in Bezug auf die sich ihr in diesem Punkte anschmiegenden 
Linien und Flächen mit Hülfe der geometrischen Methode des 
Unendlichkleinen, sowie das Studium der hieraus entspringen- 
den neuen Curven und Flächen, welche die sich der Curve 
anschmiegenden Gebilde erzeugen, wenn der Berührungspunkt die 



~ IV - 

ganze gegebene Curve durchläuft. Diese Untersuchung ist all- 
gemein ohne Specialisirung der gegebenen Curve zu führen und 
bildet den Haupttheil der allgemeinen Theorie der Curven doppelter 
Krümmung. Er enthält insbesondere alles, was die Krümmung 
der Curven angeht. 

3. Die Umkehrungsprobleme. Die unter 2. erwähnten 
Schmiegungselemente hängen von einander ab, und diese Ab- 
hängigkeit wechselt mit der Art der gegebenen Curve. Daher 
können Aufgaben gestellt werden, welche verlangen, dass Curven 
gesucht werden sollen, denen ein bestimmter Charakter dieser Ab- 
hängigkeit zukommt. So z. B. dass der Krümmungs- und der 
Schmiegungshalbmesser einer gewissen Bedingung genügen sollen. 

4. Die Curvenschaar, welche durch die Bewegung der Punkte 
eines räumlichen Punktsystems entsteht (die Geometrie der Be- 
wegung der Curven doppelter Krümmung). 

5. Die Beziehungen der Curventheorie zur Theorie der 
Flächen. Eine Fläche kann auf mannigfache Art als InbegrüF 
aller Curven bestimmter Erzeugungsart angesehen werden. Daher 
gibt es auf ihr charakteristische Schaaren von Curven, wie die 
Krümmungslinien, die geodätischen Linien u. s. w. 

6. Höhere Gebilde, welche durch Curvenschaafen entstehen, 
wie Curvencongruenzen und Curvencomplexe. 

Das vorliegende kleine Werk beschränkt sich auf die unter 
2. und 3. angedeutete allgemeine Theorie der Curven doppelter 
Krümmung, ohne jedoch Andeutungen über andere der vor- 
stehenden Probleme absichtlich zu vermeiden. Sein Ziel ist, 
den Hauptinhalt der heutigen Theorie rein geometrisch dar- 
zustellen, d. h. die derselben zu Grunde liegenden Gedanken 
möglichst klar und übersichtlich ohne Hülfe der höheren Analysis 
zu entwickeln. Der Verfasser hält die von ihm befolgte Methode 
für sehr geeignet, in das Studium der Curventheorie einzuführen; 
er huldigt dem von Dirichlet in seiner Gedächtnissrede auf 
Jacobi wiedergegebenen Ausspruche des grossen Meisters, dass 
es die Tendenz der neueren mathematischen Wissenschaft sei, 
„Gedanken an die Stelle der Rechnung zu setzen^^ 

Karlsruhe, den 7. November 1897. 

Schell. 
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Einleitung. 



1. Ein Punktraum ist eine dreifache Mannigfaltigkeit bestimmter 
Structur, deren Element der Pankt ist. Ist dem Punkt keine Be- 
dingung vorgeschrieben, der er genügen soll, so kann er jede Lage 
im Punktraume annehmen. Eine Bedingung beschränkt ihn auf eine 
zweifache Mannigfaltigkeit von Punkten, eine Fläche. Hat er zwei 
Bedingungen zu genügen, so ist er auf die gemeinsamen Punkte 
zweier Flächen, d. h. auf die einfache Mannigfaltigkeit einer Curve 
eingeschränkt. Eine Punktcurve kann daher definirt werden als der 
Ort eines Punktes, welcher zwei Bedingungen zugleich zu genügen 
hat. Jede Bedingung, welcher ein Punkt genügen soll, ist eine 
constante Relation seiner Lage gegen andere geometrische Gebilde, 
Punkte, Geraden, Ebenen u. s. w. Sie sagt aus, dass eine gewisse 
geometrische Grösse oder auch eine Verbindung mehrerer solcher, 
von denen die Lage des Punktes abhängt, für alle Lagen desselben 
Constanten Werth haben soll. Eine solche Bedingung ist z.B. die, 
dass der Punkt constanten Abstand habe von einem gegebenen 
Punkte. Sie beschränkt seine Lage auf eine um diesen mit dem 
constanten Abstand als Radius beschriebene Kugelfläche. Der Punkt- 
raum, welchem der Ort des Punktes angehört, hat sphärische Con- 
struction um jenen Punkt und ist der Libegriff aller den verschiedenen 
Werthen des constanten Abstandes entsprechenden Kugelflächen. Eine 
andere solche Bedingung ist die, dass die Summe der Abstände 
des Punktes von zwei gegebenen Punkten A und B constant bleibe; 
sie nöthigt den Punkt auf die Fläche eines Rotationsellipsoids um 
die Verbindungslinie AB der beiden Punkte als Rotationsaxe mit 
diesen Punkten als Brennpunkten. Der Punktraum hat hier ellip- 
soidische Structur und ist der Inbegriff aller Rotationsellipsoide, welche 
die Brennpunkte A^ B haben. Er kann mit Hülfe der beiden 
sphärischen Räume um A und B als Mittelpunkte erhalten werden, 
wenn dieselben so aufeinander bezogen werden, dass jede Kugel- 
fläche des ersten vom Radius a einer Kugelfläche des zweiten vom 
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Radius h entspricht, sodass a + b = a ist. Die Durchschnittskreise 
der Kugeln stehen auf AB senkrecht und bilden das der Constanten cc 
entsprechende Rotationsellipsoid und alle den verschiedenen Werthen 
von a entsprechenden EUipsoide bilden den Punktraum ellipsoidischer 
Structur. Weitere Bedingungen dieser Art sind die, dass das Ver- 
hältniss der Abstände des Punktes von zwei Punkten, oder zwei 
Ebenen, oder zwei Geraden constant sei u. s. w. — Ein Punkt, welcher 
den beiden Bedingungen genügt, dass die Summe seiner Abstände 
von zwei gegebenen Punkten Ä und B und zugleich das Verhältniss 
der Abstände von diesen Punkten constant sei, ist die Schnittcurve 
eines Ellipsoids mit Ä, B als Brennpunkten und einer Kugelfläche, 
deren Mittelpunkt auf der Geraden AB liegt und die Strecke AS 
in dem gegebenen Verhältniss harmonisch theilt. In ähnlicher Weise 
bilden sich die Curven, deren Punkte zwei anderen der genannten 
Bedingungen genügen. 

2. Ein Ebenenraum ist eine dreifache Mannigfaltigkeit von 
bestimmter Structur mit der Ebene als Element. Eine Bedingung, 
welche einer Ebene vorgeschrieben ist, beschränkt sie auf eine 
doppelte, zwei Bedingungen auf eine einfache Mannigfaltigkeit von 
Ebenen. Die einfache continuirliche Folge von Ebenen ist das Reciprocum 
zu der Punktcurve. So bilden z. B. die Tangentenebenen einer Fläche 
eine doppelte Mannigfaltigkeit von Ebenen. Denn in jedem Punkte 
der Fläche giebt es eine Tangentenebene und die Mannigfaltigkeit 
der Punkte einer Fläche ist eine doppelte. Soll die Ebene zwei 
Flächen zugleich berühren, so beschränken diese beiden Bedingungen 
sie auf eine einfache continuirliche Folge von Ebenen. Je zwei 
unmittelbar aufeinanderfolgende Lagen der Ebene haben eine Gerade 
gemein, drei aufeinanderfolgende Ebenen bestimmen zwei Geraden, 
welche sich in dem gemeinsamen Schnittpunkt der drei Ebenen 
treffen. Die Folge dieser Geraden ist continuirlich und ebenso die 
Folge der Schnittpunkte derselben zu zweien und der Ebenen zu 
dreien. Diese Schnittpunkte bilden daher eine Punktcurve, welche 
auf der Ebenenfolge liegt und von deren successiven Schnittlinien be- 
rührt wird. Soll z. B. eine Ebene ein Ellipsoid und eine diesem 
concentrische Kugelfläche zugleich berühren, so liefert die con- 
tinuirliche Folge dieser Tangentenebenen, welche alle gleichweit vom 
Mittelpunkte abstehen, die beiden Flächen umschriebene abwickelbare 
Fläche , welche das Ellipsoid längs der Poinsot'schen Polodie berührt. 



— 3 — 

3. Fallen die Punkte einer Curve sämmtlich in eine Ebene, so 
heisst die Curve eine ebene Curve; liegen sie auf einer Kugelfläche, 
Cylinderfläche oder Kegelfläohe, so wird sie eine sphärische, oylin- 
drische oder conische Curve genannt. Alle nicht ebenen Curven 
führen den gemeinsamen Namen der gewundenen Curven oder 
Curven doppelter Krümmung. Der Begriff der Curve doppelter 
Krümmung ist der umfassendere und schliesst den der ebenen 
Curve ein. 

4. Die Aufgabe der Theorie der Curven ist eine doppelte. Sie 
umfasst 1. das Studium der Curve im einzelnen Punkte derselben 
und 2. das Studium ihres ganzen Verlaufes. Der erste Theil. wird 
dadurch behandelt, dass man die Corvo in jenem Punkte mit anderen 
geometrischen Gebilden zur Berührung bringt und aus der Lage 
dieser Gebilde gegen die Curve Schlüsse zieht in Bezug auf die 
Beschaffenheit der Curve in ihm. So studirt man die Berührung der 
Curve mit gewissen Linien, der Geraden, dem Kreise, der Schrauben- 
linie und anderen Spiralen; ebenso mit gewissen Flächen, der Ebene, 
der Kugel-, Kegel- und Cylinderfläche und anderen Flächen zweiter 
Ordnung. Der zweite Theil der Untersuchung, der den Gesammt- 
verlauf der Curve betrifft, kann dadurch erledigt werden, dass man 
die Flächen und Linien studirt, welche von der Gesammtheit aller 
in den einzelnen Punkten der Curve construirten Geraden, Kreise, 
Schraubenlinien, Ebenen, Kugeln u. s. w. gebildet werden. Die 
gegenseitigen Beziehungen dieser neuen Flächen und Linien unter 
sich und zur Curve selbst sind sehr geeignet, eine deutliche Vor- 
stellung von der Beschaffenheit der Curve in ihrem ganzen Verlaufe 
zu geben. 

5. Auf dem hier angedeuteten Wege können die Eigenschaften 
der Curven, welche allen gemein sind, untersucht werden. Die 
speciellen Eigenthümlichkeiten gewisser Curvengattungen, der ebenen, 
sphärischen, conischen, cylindrischen u. s.w. Curven, überhaupt der 
Curven, welche auf bestimmten Flächen liegen, können aus der 
allgemeinen Untersuchung, durch Zufügung der speciellen Bedingungen 
abgeleitet werden, denen die Punkte dieser Flächen genügen. Auch 
die Eigenschaften der Curvensysteme, d.h. der Schaaren von Curven, 
die nach bestimmtem Gesetze aufeinanderfolgen, können hieraus 
entwickelt werden. Eine einfache continuirliche Schaar von Curven 
bildet eine krumme Fläche, eine Doppelschaar ein Flächensystem, 
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eine drei- und mehrfache Schaar bildet höhere Gebilde, deren Eigen- 
schaften aus denen der einzelnen Curve in Verbindung mit den 
Gesetzen sich bilden^ welchen die Folge genügt. 

6. Die vorliegende Schrift begrenzt die Darstellung der Ourven- 
theorie in doppelter Hinsicht: sachlich und methodisch. Sie stellt 
sich die Aufgabe^ die allgemeinen Eigenschaften der Curven zu ent- 
wickeln, aber Einzelnes über specielle Curvengattungen nur nach 
Bedürfniss zur Erläuterung der allgemeinen Theorie heranzuziehen. 
Sie wird auch die Erweiterung der Curventheorie zu einer Theorie 
der Flächen ausschliessen. Die Methode, deren wir uns zur Dar- 
stellung der Curventheorie bedienen, wird rein geometrischer Natur 
sein; wir werden die Curve an sich betrachten und ihre Eigen- 
schaften nicht aus Gleichungen oder Projectionen derselben ableiten. 
Bios einige Sätze über unendlich kleine ebene und sphärische Dreiecke 
oder Sätze des geometrischen Differentürens werden wir anwenden. Es 
ist unsere Absicht^ bis zu einem gewissen Grade zu zeigen, wie weit 
die Methoden der reinen Infinitesimalgeometrie reichen. Im Interesse 
der rein geometrischen Einsicht in die Natur unseres Gegenstandes 
glauben wir die Verzichtleistung auf die ausgedehnte Anwendung 
der Analjsis rechtfertigen zu können, sind aber geneigt, unsere 
Schrift als eine vielleieht nicht unzweckmässige Einleitung in die 
Curventheorie überhaupt zu betrachten. 

Die Analysis und die Geometrie bilden heutzutage allerdings 
nur zwei Theile einer einzigen grossen Wissenschaft, der Theorie 
der continuirlichen Grösse; sie unterstützen sich gegenseitig, und 
weder darf der Analytiker die Hülfsmittel der Geometrie noch der 
Geometer die der Analysis verschmähen. Allein so wenig dem 
ersteren eine rein geometrische Demonstration seiner Sätze genügen 
kann, sowie er suchen muss, diese selbstständig zu beweisen und 
die Geometrie nur als Interpreten heranziehen darf, ebenso wenig 
kann der Geometer bei der rein analytisch geführten Untersuchung 
einer räumliche Gegenstände betreffenden Frage stehen bleiben, son- 
dern er muss dahin streben, seine Sätze unabhängig von aller Eech- 
nung zu beweisen und diese nur als eine Verification von anderer 
Seite zu betrachten. Den Analytikern scheint diese Ansicht geläufiger 
zu sein, als den Synthetikern; denn gar mancher Satz über Curven 
und Flächen ermangelt noch heute eines rein geometrischen Be- 
weises In dieser Eichtung für die Theorie der Curven einen Beitrag 
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zu liefern, ist das Ziel dieser Schrift. Wir werden dieselbe mög- 
lichst unabhängig von der Theorie der Flächen darstellen. Bios 
einige allgemeine Sätze über die geradlinigen Flächen werden wir 
heranziehen, dieselben aber gleichfalls rein geometrisch entwickeln. 



I. Capitel. 

Die Cnrve in Verbindung mit der Geraden und Ebene. 
Tangente und Tangentenebenen, Normalen und Normal- 
ebene, Schmiegungsebene und Hauptnormale, rectiflci- 
rende Ebene und Binomale. Ausgezeichnete Elemente 

der Curven. 

§ 1. Tangente und Curvenelement. Die sämmtlichen Ge- 
raden, welche durch einen Punkt M einer Curve gehen, bilden ein 
Strahlenbündel. In diesem finden sich eine Schaar Gerader vor, von 
denen jede ausser durch M noch durch wenigstens einen andern 
Punkt der Curve geht. Diese Schaar bildet eine Kegelfläche, deren 
Mittelpunkt M und für welche die Curve selbst eine Leitlinie ist. 
Ist die CuiTe eben, so reducirt sich diese Fläche auf die Ebene der 
Curve. Durch jeden von Jf verschiedenen Punkt ilf ' der Curve geht 
wenigstens ein Strahl MM^ der Kegelfläche. Nähert sich der 
Punkt M^ dem Punkte M und rückt er über ihn hinaus auf die 
andere Seite desselben, so durchschreitet der Strahl Jf Jf' eine ge- 
wisse Grenzlage. Die Gerade, welche die Grenzlage des Strahles ilfjlf' 
angiebt, welche dieser bei seiner Drehung um den Punkt M im 
Momente des Durchganges des Punktes M^ durch den Punkt M 
erreicht, heisst die Tangente der Curve im Punkte M und der 
Punkt M selbst, in welchem also zwei Punkte der Curve zusammen- 
fallen, ihr Berührungspunkt. Jeder andere Strahl MM^ des 
Kegels, welcher wenigstens zwei nicht zusammenfallende Punkte M^M' 
der Curve enthält, heisst eine See ante der Curve und der Abstand 
Jf Jf' zweier solcher Punkte eine Sehne derselben. 

Die Tangente berührt die Curve im Allgemeinen zweipunktig, 
d. h. sie ist eine Secante, von deren Schnittpunkten mit der Curve 
zwei zusammenfallen. Fallen drei oder mehrere ihrer Schnittpunkte 



— 6 — 

in eine zusammen, so wird die Berührong der Tangente mit der 
Carve inniger; nämlich dreiponktig oder mehrpnnktig. 

Wenn die Secante in die Tangente übergeht, so verschwindet 
die Sehne MM^ zugleich mit dem Curvenbogen, der durch ihre 
Endpunkte geht. Bei diesem üebergange gehen die Eigenschaften 
der Secante in Eigenschaften ihrer Grenze, in Eigenschaften der 
Tangente über. Um die näheren Umstände dieses Ueberganges 
deutlicher erkennen zu können, betrachtet man die Secante kurz 
vor ihrem Eintritt in die Tangente. Die abgekürzte Sprache der 
Methode des ünendlichkleinen nennt die Secante bereits in dieser 
Lage Tangente und sagt, die verschwindende Sehne und der ver- 
schwindende Bogen MM^ seien unendlich klein. Die Tangente wird 
nach dieser Ausdrucksweise erklärt als die durch zwei unendlich 
nahe Punkte der Curve gezogene Gerade; d^e unendlich kleine Sehne 
MM^ aber wird das Element der Curve im Punkte M genannt. 
Unter der Länge des Bogens einer Curve zwischen zwei festen 
Punkten M und N versteht man nämlich die Grenze, welcher sich 
die Summe von n Sehnen MM, M^ M^\ M'' M"\... M^'-'^^N, die 
man erhält, wenn man zwischen M und N die n—1 Punkte 
M\ M^\ . . . ilf (»— 1) auf der Curve annimmt und den Punkt M mit M\ 
M^ mit M^\ u. 8. f. ilf ("— ^) mit N durch Strecken verbindet, für 
wachsende n nähert. Diese Grenze wird durch ein bestimmtes 
Integral angegeben, dessen Elemente die Sehnen sind, welche sämmtlich 
verschwinden, wenn ihre Anzahl ins Unendliche wächst. Daher heisst 
di^ unendlich kleine Sehne MM^ als das Element dieses Litegrals, 
das Element des Bogens oder das Element der Curve. 

§ 2. Normalen und Normalebene. Jede Gerade, welche 
durch den Berührungspunkt M der Tangente geht imd zu dieser 
rechtwinklig ist, heisst eine Normale der Curve im Punkte M. 
Alle Normalen des Punktes M liegen in einer Ebene, welche im 
Berührungspunkte der Tangente senkrecht auf dieser steht, der 
Normalebene. Eine Curve hat in jedem Punkte im Allgemeinen 
eine Tangente, aber unendlich viele Normalen, welche alle in 
einer Ebene liegen und einen Strahlenbüschel bilden, dessen Scheitel 
der Curvenpunkt M ist. Umgekehrt ist es bei den Flächen. Eine 
Fläche hat in jedem Punkte eine Normale, aber unendlich viele 
Tangenten, welche im Allgemeinen alle in eine Ebene fallen, nämlich 
in die Tangentenebene der Fläche und unendlich viele Normalebenen, 
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welche einen Ebenenbüschel bilden mit der Normalen der Fläche 
als Axe, welcher den Strahlenbüschel der Tangenten enthält. Durch 
eine Curve lassen sich unzählige Flächen legen; die Tangente der 
Curve ist eine gemeinschaftliche Tangente aller dieser Flächen und 
ihre Normalen sind Normalen der Curve. Daher liegt die Tangente 
der Curve in den Tangentenebenen aller dieser Flächen und ist ihr 
gemeinsamer Durchschnitt imd liegen die Normalen der Flächen alle 
in einer Ebene, nämlich der Normalebene der Curve. Auf einer 
Fläche kann man durch jeden Punkt unzählige Curven ziehen, die 
Tangentenebene der Fläche enthält die Tangenten aller dieser Curven 
und die Normalebenen aller Curven gehen durch eine Gerade, die 
Normale der Fläche. Die weitere Entwickelung des hier angedeuteten 
Dualismus zwischen Flächen und Curven hinsichtlich der zu ihnen 
senkrechten Ebenen und Geraden ist Gegenstand der Theorie der 
Flächen und nicht der Theorie der Curven. 

Frojicirt man von irgend einem Punkte S des Baumes aus die 
Curve auf irgend eine Ebene durch eine Kegelfläche, so wird die 
Tangente eines Punktes M der Curve durch die Tangentenebene der 
Kegelfläche projicirt, welche diese Fläche längs des Strahles SM 
berührt. Diese Ebene ist Tangentenebene an die Kegelfläche in allen 
Punkten dieses Strahles und enthält also die Tangenten aller Curven 
auf dieser Fläche in den Punkten, in welchen sie den Strahl SM 
schneiden. Sie enthält also auch die Tangente der Projection der 
Curve auf jene Ebene, denn diese ist der Schnitt des Kegels mit 
ihr. Daher ist die Tangente der Projection einer Curve 
identisch mit der Projection ihrer Tangente. Dieser Satz 
besteht auch noch dann, wenn die Curve statt auf eine Ebene auf 
irgend eine krumme Fläche projicirt wird, oder wenn der Projections- 
punkt S ins Unendliche rückt, also der projicirende Kegel in einen 
Cylinder übergeht und selbst dann noch, wenn die Curve durch 
irgend eine andere geradlinige (abwickelbare oder windschiefe) Fläche 
projicirt wird, welche weder Kegelfläche noch Cy linderfläche ist. 

§ 3. Schmiegungsebene. Jede Ebene, welche durch die 
Tangente eines Punktes ilf einer Curve geht, heisst eine Tangenten- 
ebene der Curve im Punkte M und dieser Punkt ihr Be- 
rührungspunkt. Die sänmitlichen Tangentenebenen eines Punktes 
bilden einen Ebenenbüschel, dessen Axe die Tangente ist. Durch 
jeden von M verschiedenen Punkt M^' der Curve.. geht wenigstens 
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eine Ebene dieses Büschels. Wenn ihr Durchschnitt ilf" mit der 
Curve sich dem Berührungspunkte Jf nähert und über ihn hinaus- 
rückt auf die andere Seite der Curve, so durchschreitet bei diesem 
Durchgange die Tangentenebene eine gewisse Grenzlage. Die Ebene, 
welche diese Grenzlage angiebt, heisst die Schmiegungsebene 
(Krümmungsebene, Osculationsebene) der Curve im Punkte M 
imd dieser ihr Berührungspunkt. Diese Ebene ist die Tangenten- 
ebene des Kegels in § 1, welche diesen längs der Tangente der 
Curve berührt. Da die Tangente des Punktes angesehen werden 
kann als die Secante, welche diesen Punkt mit einem ihm unendlich 
nahen Punkt M^ verbindet, und da der Punkt M.^\ wenn er an M 
unendlich nahe heranrückt, auch dem Punkt M^ unendlich nahe 
konmit, so kann die Schmiegungsebene angesehen werden als die 
Grenzlage einer durch M geführten Schnittebene der Curve, von deren 
Durchschnittspunkten mit der Curve wenigstens drei Jf, M\ M^' in 
einen, Jf, zusammenfallen. Da die Secanten, welche durch M\mä M' 
und durch üf ' und M'' gehen, als Tangenten in den Punkten üf, M' 
zu betrachten sind, so kann die Schmiegungsebene auch als die Ebene 
gelten, welche durch die Tangenten zweier unendlich nahen Punkte 
üf, M' hindurchgeht. 

§ 4. Hauptnormale und Binormale. Jede Tangentenebene 
einer Curve schneidet die Normalebene des Berührungspunktes M in 
einer Normalen; insbesondere schneidet die Schmiegungsebene die 
Normalebene in einer Normalen, welche den Namen der Haupt- 
normalen des Punktes M führt. Diejenige Tangentenebene, 
welche zur Schmiegungsebene und folglich auch zur Hauptnormalen 
rechtwinklig ist, heisst nach Laueret^ die rectificirende Ebene 
und ihre Durchschnittslinie mit der Normalebene, nämlich die zur 
Hauptnormalen senkrechte Noi*male, nennen wir mit de Saint -Venant** 
die Binormale des Punktes M. 

§ 5. Das rechtwinklige Dreikant der Curve. In jedem 
Punkte M einer Curve schneiden sich zufolge der §§1—4 drei zu 
einander rechtwinklige Gerade, die Tangente, die Hauptnormale und 
die Binormale. Sie bilden ein dreifach rechtwinkliges Dreikant und 

* Lancret, Mdm. sur les courbes ä double courbure. (Mäm. präs. 
T. I. p. 420.) 

** de Saint -Venant, M^m. sur les lignes courbes non planes. (Joum. 
de IMcole polytech. T. XVEI. p. 17.) 



— 9 — 

sind die Durchschnitte dreier gleichfalls zu einander rechtwinkliger 
Ebenen^ der Normalebene, der Schmiegungsebene und der recti- 
ficirenden Ebene. Die Normalebene enthält die Hauptnormale und 
Binormale, die Schmiegungsebene die Hauptnormale und Tangente, 
die rectificirende Ebene die Tangente und Binormale. Lässt man 
diese Ebenen und Geraden in continuirlichem Zuge so an der Curve 
hingleiten, dass sie in jedem Punkte derselben ihren Charakter be- 
halten, so erzeugen sie eine Reihe neuer Flächen und Curven, welche 
mit der primitiven Curve in sehr intimen Beziehungen stehen. Jede 
der drei Ebenen erzeugt nämlich eine abwickelbare Fläche^ welche 
von ihr während der ganzen Bewegung berührt wird und jede der 
drei Geraden beschreibt eine gleichfalls gradlinige Fläche, welche 
aber nur fiir die Tangente eine abwickelbare ist. Die Art und Weise, 
wie diese Flächen sich bilden, ist folgende. 

§ 6. Tangentenfläche. Es sei M, M\ M'\ ilf'", JJf ^^, . . . 
eine Eeihe Punkte der Curve; durch je drei unmittelbar aufeinander- 
folgende derselben legen wir der Beihe nach die Ebenen MM'M'\ 
M^M'^M^^\ M"M^^^M^^, . . ., welche sich aufeinanderfolgend in den 
Geraden M'M'\ M^' M"\ M^'^M^^, . . . schneiden. Diese Folge von 
Ebenen bildet eine gewisse einfache poljedrische Figur, deren Ecken 
auf der Curve liegen, deren Kanten die Verbindungslinien dieser Ecken, 
paarweise aufeinanderfolgend genommen und deren Flächen die Yer- 
bindungsebenen derselben Punkte, zu je dreien, aufeinanderfolgend ge- 
nommen sind. Die gebrochene Linie MM'M"M''\ , . bildet auf 
diesem Polyeder eine Kantenreihe. Bilden wir nun eine neue Reihe 
von Punkten auf der Curve, indem wir zwischen je zwei aufeinander- 
folgende der vorhandenen, je einen oder mehrere neue einschalten und 
construiren aus der Reihe, welche von sänmitlichen alsdann vor- 
handenen Punkten gebildet wird, auf dieselbe Weise, wie vorhin ein 
Polyeder, dann mit Hülfe einer weiteren Einschaltung von Punkten 
ein drittes u. s. f., so nähern sich diese Polyeder immer mehr einer 
krummen Fläche als Grenze. Die Kanten gehen, weil die Punkte 
der Curve sich immer näher rücken, in die Tangenten, die Flächen 
in die Schmiegungsebenen und die Kantenreihe geht in die Curve 
selbst über. Diese Fläche enthält die sämmtlichen Tangenten der 
Curve und wird längs diesen von den Schmiegungsebenen berührt; 
diese sind also grade Erzeugungslinien derselben. Sie enthält auch 
die Curve selbst, welche auf ihr eine scharfe Kante bildet und von 
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den Erzeugungslinien berührt wird. Die Curve selbst erscheint als 
Ort der Schnittpunkte dreier aufeinanderfolgender Ebenen. So gehen 
z.B. die Ebenen MM' M", M' M'^ M^'\ M'* M'^^ M^^ aUe drei durch 
den Punkt M". 

Dreht man die Fläche MM^M'* des Polyeders um ihre Durch- 
schnittslinie M' M" mit der folgenden M'M^'M'" so lange um, bis 
sie mit dieser coincidirt, dann die so Vereinigten Ebenen um den 
Durchschnitt Jf'jT'' mit der folgenden Ebene M"M'"M^^ bis sie 
mit dieser zusammenfallen u. s. f., so wird die Oberfläche des Polyeders 
nach und nach zu einer Ebene ausgebreitet oder abgewickelt. 

Da diese Eigenschaft von der Zahl und Lage der SeiteDflächen 
unabhängig ist, so geht sie beim üebergange des Polyeders in die 
Fläche mit auf diese über. Daher ist sie abwickelbar. Diese Fläche, 
deren Wendecurve oder Gratlinie (arete de rebroussement) die Curve 
selbst ist, soll, als der Ort aller Tangenten, die Tangenten fläche 
der Curve heissen. Es wird sich später zeigen, dass sie zugleich 
der Ort aller Filarevolventen der Curve ist. Auf den Tangenten- 
ebenen dieser Fläche stehen die Binormalen senkrecht und in diesen 
Ebenen liegen die Hauptnormalen der Curve.* 

§ 7. Fläche der Erümmungsaxen. Die Normalebene er- 
zeugt eine abwickelbare Fläche, die sie berührt und die wir die 
Fläche der Normalebenen nennen wollen. Da die Normalebenen 



* Durch continuirliche Bewegung einer Ebene, wenn sie nicht in einer 
Rotation am eine Axe in ihr besteht, wird stets eine abwickelbare 
Fläche erzeugt. Denn wenn die bewegliche Ebene sich um einen unendlich 
kleinen Winkel gedreht hat, so schneidet sie in der neuen Position die 
vorhergehende Position längs einer Geraden, welche als Axe für diese 
Drehung angesehen werden kann. Ebenso schneidet sie in einer dritten 
Position die zweite in einer Geraden, der Axe für ein zweite unendlich 
kleine Drehung u. s. f. Dadurch entsteht eine continuirliche Folge von 
Geraden, von denen je zwei aufeinanderfolgende sich schueiden; denn sie 
sind die Durchschnittslinien der beweglichen Ebene mit ihrer vorher- 
gehenden und ihrer folgenden Position und liegen also in ein und derselben 
Ebene. Ihr Durchschnitt ist der den drei Ebenen gemeinsame Punkt, 
deren Durchschnitte sie selbst sind. Die Intersectionen dieser Folge von 
Geraden bilden eine Curve, an welche diese Tangenten und die Folge der 
Ebenen Schmiegungsebenen sind. Der Ort der Geraden ist aber eine Fläche, 
und da sie sich schneiden, eine abwickelbare Fläche. Die bewegliche 
Ebene berührt diese Fläche, weil sie immer durch zwei zusammenfallende 
(unendlich nahe) Erzeugungslinien hindurchgeht. 
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zweier aufeinanderfolgender Punkte iüf, M^ auf den Tangenten dieser 
Punkte und in Folge dessen auch auf der durch sie hindurchgehenden 
Schmiegungsebene des einen von ihnen, Jf, senkrecht stehen, so 
steht auch ihre Durchschnittslinie senkrecht auf dieser Ebene. Diese 
Durchschnittslinie ist aber die gerade Erzeugungslinie der Fläche; es 
hat diese Fläche mithin die Eigenschaft^ dass ihre Erzeugungslinien 
auf den Schmiegungsebenen der Curve senkrecht stehen. Die Durch- 
schnittslinie der Normalebene des Punktes M mit der Normalebene 
des folgenden Punktes heisst die Krümmungsaxe des Punktes Jlf, 
weil sie mit der Krümmung der Curve in sehr genauer Beziehung 
steht. Daher führt die Fläche der Normalebenen auch den Namen 
der Fläche der Krümmungsaxen. Zwei aufeinanderfolgende 
Erümmungsaxen schneiden sich in einem Punkte, weil sie beide 
Durchschnittslinien einer Normalebene mit der ihr unmittelbar vorher- 
gehenden und folgenden Normalebene sind. Ihr Durchschnitt ist der 
den drei Normalebenen gemeinsame Pimkt, deren Durchschnitte sie 
selbst sind. Die Folge dieser Durchschnittspunkte der Krümmungs- 
axen bildet auf der Fläche die Gratlinie, welche von ihnen berührt 
wird. Die Fläche ist, wie sich zeigen wird, der Ort der Evoluten 
der Curve und ihre Gratlinie der Ort der Mittelpunkte aller Kugeln, 
welche die Curve vierpunktig berühren. Ihre Erzeugungslinien laufen 
parallel den Binormalen und sind zu den Hauptnormalen, den 
Schmiegungsebenen und den Tangenten rechtwinklig; in ihre Tangenten- 
ebenen fallen die Normalen der Curve. 

§ 8. Eectificirende Fläche. Die abwickelbare Fläche, welche 
die rectificirende Ebene erzeugt, heisst die rectificirende Fläche, 
weil sie, wie sich später zeigen wird, die Eigenschaffe hat, durch 
ihre Abwickelung die Curve in eine Gerade zu verwandeln. Die 
Durchschnittslinie zweier aufeinanderfolgender rectificirender Ebenen 
ist die gerade Erzeugungslinie der Fläche und wird die rectificirende 
Gerade genannt. Sie ist senkrecht zu zweien aufeinanderfolgenden 
Hauptnormalen. Da nämlich die rectificirende Ebene senkrecht steht 
auf der Hauptnormalen, so ist auch jede in ihr liegende Gerade zu 
dieser senkrecht. Nun liegt die rectificirende Gerade gleichzeitig in 
zwei aufeinanderfolgenden rectificirenden Ebenen, also ist sie zu 
gleicher Zeit senkrecht auf den beiden aufeinanderfolgenden Haupt- 
normalen, zu welchen diese senkrecht sind. Die rectificirende Gerade 
ist wohl zu unterscheiden von der Binormalen; beide liegen in der 
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rectificirenden Ebene, aber die Binormale steht nur auf einer Hanpt- 
normalen, dagegen aber noch auf der Schmiegongsebene senkrecht, 
während die rectificirende Qerade auf zwei Hauptnormalen, aber nicht 
auf der Schmiegungsebene senkrecht steht. Die rectificirende Fläche 
besitzt eine Gratlinie, welche von sämmtlichen rectifidrenden Geraden 
berührt wird und deren Schmiegungsebenen die rectificirenden Ebenen 
sind. In diesen Ebenen liegen die Binormalen und ihnen parallel 
laufen die Krämmnngsaxen. 

§ 9. Die Flächen der Hauptnormalen und der Bi- 
normalen. Die drei Geraden, die Tangente, Hauptnormale und 
Binormale erzeugen drei Flächen, von denen nur die, welche die 
Tangente beschreibt, abwickelbar ist. Sie ist nämlich die in § 6 
erwähnte Tangentenfläche der Curve. Die Fläche der Haupt- 
normalen, welche auch die Fläche der Krümmungshalbmesser 
heisst, weil diese die Richtung der Hauptnormalen haben, wie sich 
im Verlaufe zeigen wird, ist windschief. Es liegen nämlich die 
Hauptnormalen zweier aufeinanderfolgender Punkte Jlf, Jf ' in zwei 
verschiedenen Ebenen, nämlich den Schmiegungsebenen MM*M^' und 
M^M'^M'" dieser Punkte und gehen nicht durch denselben Punkt 
der Durchschnittslinie M^M^^ dieser, der Tangente in M\ folglich 
fallen sie nicht in dieselbe Ebene, mithin schneiden sie sich nicht 
und erzeugen also eine windschiefe gradlinige Fläche. Sie können 
daher auch nicht Tangenten einer Curve, d. h. Verbindungsliaien 
aufeinanderfolgender Punkte derselben sein. Nur in einem Falle er- 
leidet dieser Satz eine Ausnahme, nämlich dann, wenn je zwei 
aufeinanderfolgende, mithin alle Schmiegungsebenen zusammenfallen. 
Dann ist die Curve eben, ihre Hauptnormalen fallen alle in ihre 
Ebene und berühren die in der Ebene der Curve liegende Evolute 
derselben. 

Die Fläche der Binormalen ist gleichfalls windschief. Zwei 
aufeinanderfolgende Binormalen stehen nämlich auf zwei aufeinander- 
folgenden Schmiegungsebenen senkrecht und gehen nicht beide 
zugleich durch denselben Punkt der Durchschnittslinie beider Ebenen 
oder der Tangente; sie können sich daher nicht schneiden und 
erzeugen folglich eine windschiefe Fläche. Nur in einem Falle geht 
diese Fläche in eine abwickelbare über, nämlich wenn je zwei auf- 
einanderfolgende Schmiegxmgsebenen, also alle Schmiegungsebenen 
zusammenfallen, d. h. wenn die Curve eben ist. Die Binormalen 
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werden in diesem Falle parallel und bilden eine Cylinderfläche, senk- 
recht zur Ebene der Curve. 

§ 10. Den §§6 — 9 zufolge hat man mit einer Curve fünf 
Flächen in Verbindung zu denken: die Tangentenfläche, die Fläche 
der Normalebenen, die rectificirende Fläche, die Fläche der Haupt- 
normalen und die Fläche der Binormalen. Von diesen sind die drei 
ersten abwickelbar, die beiden letzten windschief. Die Curve selbst 
ist der gemeinsame Durchschnitt der Tangentenfläche, der recti- 
flcirenden Fläche und der Fläche der Hauptnormalen, während die 
Fläche der Normalebenen nicht durch die Curve hindurchgeht. Die 
drei abwickelbaren Flächen besitzen drei Gratlinien, unter denen die 
Curve selbst ist; sie ist nämlich die Gratlinie der Tangentenfläche. 

§ 11. Specielle Fälle: ebene und sphärische Curven. 
Ist die Curve eben, so fallen alle Schmiegungsebenen mit der Ebene 
der Curve zusammen. Die Fläche der Tangenten geht über in diese 
Ebene; die Fläche der Normalebenen wird ein Cylinder, weil die 
Krümmungsaxen alle auf der gemeinsamen Schmiegungsebene aller 
Punkte der Curve senkrecht stehen; die Fläche der Binormalen wird 
gleichfalls ein Cylinder, weil die Binormalen den Krümmungsaxen 
parallel laufen; die rectiflcirende Fläche fällt mit dem Cylinder der 
Binormalen zusammen, denn die rectiflcir enden Ebenen und folglich 
auch die rectiflcirenden Geraden stehen alle auf der gemeinsamen 
Schmiegungsebene senkrecht und die Fläche der Hauptnormalen 
reducirt sich auf die Ebene der Curve, weil die Hauptnormalen alle 
in die Schmiegungsebenen fallen. 

Ist die Curve sphärisch, so sind die Tangenten sämmtüch Tan- 
genten an die Kugel, auf welcher die Curve liegt; mithin gehen 
alle Normalebenen und folglich auch alle Krümmungsaxen als deren 
Durchschnittslinien durch deren Mittelpunkt. Daher ist die Fläche 
der Normalebenen eine Kegelfläche und reducirt sich ihre Gratlinie 
auf einen Punkt, den Mittelpunkt der Kugel. 

Ist die Curve weder eben noch sphärisch, so berühren die 
Krümmungsaxen alle eine Curve und bilden deren Tangentenfläche. 

§ 12. Singulare Elemente. Bewegt sich eine Gerade so, 
dass sie fortwährend Tangente einer Curve bleibt, so wird in jedem 
Momente ein anderer ihrer Punkte Berührungspunkt, d.h. der Be- 
rührungspunkt wechselt oder bewegt sich, während er die Curve 
beschreibt, relativ in der Geraden und ändert sich sein Abstand 



— 14 — 

von einem bestimmten Punkte der Geraden continuirlich. Diese Be- 
wegung kann in doppeltem Sinne erfolgen, nämlich so, dass dieser 
Abstand wächst oder abnimmt. Ein Curvenpunkt, in welchem der 
die Curve beschreibende Punkt in der beweglichen Tangente den 
Sinn der relativen Bewegung ändert, sodass sein Abstand vom 
Wachsen zum Abnehmen übergeht, oder umgekehrt, heisst ein 
Bückkehrpunkt der Curve. 

Bewegt sich eine Ebene so, dass sie fortwährend Schmiegungs- 
ebene der Curve bleibt, so wird in jedem Momente eine andere ihrer 
Geraden Tangente der Curve, d.h. die Tangente wechselt oder be- 
wegt sich relativ in der Ebene und ändert sich der Winkel, den 
sie mit einer bestimmten Geraden der Ebene bildet, continuirlich. 
Diese relative Bewegung in der Ebene kann in doppeltem Sinne er- 
folgen, nämlich so, dass dieser Winkel wächst, oder dass er ab- 
nimmt. Eine Tangente der Curve, in welcher die bewegliche Gerade 
den Sinn ihrer relativen Bewegung in der Schmiegungsebene wechselt 
und der Winkel, den sie mit einer bestinmiten Geraden dieser Ebene 
bildet, vom Wachsen zum Abnehmen übergeht oder umgekehrt, heisst 
eine Rückkehrtangente der Curve. 

Die Ebene, welche als Schmiegungsebene an der Curve hin- 
gleitet, dreht sich in jedem Momente um eine andere ihrer Geraden 
als Tangente und ändert sich der Winkel, welchen sie mit einer 
bestimmten Ebene des Raumes bildet, continuirlich. Diese Be- 
wegung kann gleichfalls in doppeltem Sinne erfolgen, nämlich so, 
dass dieser Winkel wächst oder abnimmt. Eine Schmiegungsebene 
der Curve, in welcher die mit ihr zusammenfallende bewegliche Ebene 
den Sinn wechselt, heisst eine Rückkehrschmiegungsebene.* 

Beschreibt ein Punkt die Curve, so bewegt er sich in der Tan- 
gente und die Tangente in der Schmiegungsebene und diese im 
Räume, indem sie sich um die Tangente dreht, wie diese um den 
Berührungspunkt. In einem gegebenen Punkte einer Curve können 
der beschreibende Punkt, die Tangente und die Schmiegungsebene 
einzeln oder combinirt Rückkehrelement sein, oder nicht. Im ersten 
Falle findet "ein momentaner Stillstand des Punktes, der Tangente 
oder der Schmiegungsebene statt und hat der Punkt, die Tangente 
oder Schmiegungsebene eine Singularität des Stationären ; im letzteren 



Vgl. V. Staudt, Geometrie der Lage, §16, Nr. 205 (8.113). 
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Palle ist der Punkt, die Tangente oder die Schndegungsebene von 
gewöhnlicher, nicht stationärer Beschaffenheit. Da sich diese Sin- 
gularitäten unter sich und mit der gewöhnlichen Beschaffenheit der 
Elemente verbinden können, so entspringen daraus 8 Combinationen 
der Beschaffenheit einer Stelle einer Curve. Bezeichnet r, dass ein 
Element, Punkt, Tangente oder Schmiegungsebene ein Bückkehr- 
element sei, aber, dass es ein solches nicht ist, so sind diese 
8 Fälle die folgenden: 

1. 2. 3. 4. 6. 6. 7. 8. 

Punkt: 
Tangente : 
Schmiegungsebene : 

Für ebene Curven bleibt die Schmiegungsebene fortwährend die- 
selbe und hat folglich keine Singularität. Es kommen in ihr blos 
die Bewegung des Punktes in der Tangente und die der Tangente 
in der Ebene der Curve zur Geltung und hat man daher nur die 

4 Combinationen: 

1. 2. 3. 4. 

Punkt: 
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Fig. 1. 



Fig. 2. 




Fig. 3. 



Fig. 4. 



Tangente : o 

Im Falle 1. ist weder der Punkt, noch die Tangente singulär; 
die Nachbarpunkte des Berührungspunktes M der Tangente fallen 
auf dieselbe Seite dieser 
(Fig. 1). Im Falle 2. wech- 
selt die Tangente den Sinn, 
während die Bewegung des 
Punktes in der Tangente 
nicht umkehrt; die Tan- 
gente ist stationär und 
fällt der vorhergehende 
Punkt Jfj, imd der fol- 
gende M' mit M in 
gerade Linie; die Nach- 
bartheile der Curve liegen 
auf entgegengesetzten Seiten der Rückkehrtangente (Fig. 2). Im 
Falle 3. ist der Punkt ein Eückkehrpunkt und bildet die Curve in 
ihm eine Spitze erster Art; die Nachbartheile der Curve fallen auf 
entgegengesetzte Seiten der Tangente (Fig. 3). Im Falle 4. bildet 
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die Curve eine Spitze zweiter Art (Schnabelspitze); die Nachbar- 
theile der Carve liegen auf derselben Seite der Bückkehrtangente 
(Fig. 4). 

Für die Ciirven doppelter Erümmong combiniren sich diese 
vier Gattungen mit den beiden Beschaffenheiten o, r za den oben 
angeführten 8 Singularitäten. Die Fälle 1 bis 4 besitzen keinen 
Eückkehrpunkt^ 5 bis 8 haben einen solchen. Denken wir ans die Fläche 
der Tangenten und führen wir in irgend einem Punkte m der Tangente 
des Punktes M einen ebenen Schnitt senkrecht zu dieser Tangente, 
so besitzt derselbe die Beschaffenheit der vier Fälle der ebenen Curve. 
Die Figuren 1% 2% 3% 4» stellen die vier ersten Fälle 1, 2, 3, 4 
dar, in welchen kein Eückkehrpunkt vorkommt, die Figuren 5, 6, 7, 8 
die vier letzten, bei welchen die Curve einen Bückkehrpunkt hat.* 

§ 13. Unendlich ferne Elemente. Es kann der Fall ein- 
treten, dass ein Punkt, oder eine Tangente oder eine Schmiegungs- 
ebene der Curve ins Unendliche rückt. Entfernt sich die Schmiegungs- 
ebene ins Unendliche, so geschieht dasselbe mit der Tangente und 
deren Berührungspunkt; entfernt sich die Tangente ins Unendliche, 
so rückt auch der Berührungspunkt unendlich weit fort, ohne dass 
die Schmiegungsebene nothwendig dasselbe thut; rückt der Punkt der 
Curve ins Unendliche, so können Tangente und Schmiegungsebene 



* Ueber die Singularitäten vergleiche man ausser v. St au dt, Geometrie 
der Lage §16, Rückkehrelemente, S. 110— 118: 

Fiedler, W., Die darstellende Geometrie in organischer Verbindung 
mit der Geometrie der Lage. 3. Aufl. Leipzig, Teubner, 1885. IL Theil, 
S. 10 u.U. 

Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Leipzig, Teubner, 
1884. B. I, S. 214, und Schlömilch's Zeitschr. f. Mathem. u. Physik. B.XXV. 

Kneser, Synthetische Untersuchungen über die Schmiegungsebenen 
beliebiger Raumcurven. Mathem. Annalen, B. XXI, S. 507. — Allgemeine 
Sätze über die scheinbaren Singularitäten beliebiger Raumcurven. Mathem. 
Annalen, B. XXIV, S. 506. — Bemerkungen über die Frenet-Serret'schen 
Formeln und die analytische Unterscheidung rechts und links gewundener 
Raumcurven. Journ. f. r. u. angew. Mathem. B. 113, S. 89. 

Fine, On the singularities of curves of double curvature. American 
Journal of Mathem. vol. VIII, p. 175 (1886). 

Björling, Ueber Raumcurven -Singularitäten. Archiv f. Mathem. u. 
Physik, IL Reihe, B. 8, S. 83— 91 (1890). 

Staude, Ueber den Sinn der Windung in den singulären Punkten 
einer Raumcurve. American Journ. of Mathem. vol. XVII, p. 369—380 (1895). 
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im Endlichen bleiben. Bezeichnen wir das Fortrücken eines Elementes 

ins Unendliche mit dem Zeichen oo, während o die Lage desselben 

im endlichen Räume bedeutet, so sind folgende 3 Fälle möglich: 

Punkt: 00 

Tangente : oo 

Schmiegungsebene: oo 

Im ersten Falle ist die Tangente, sowie die Schmiegungsebene un- 
bestimmt, im zweiten Falle nähert sich die Curve fortwährend einer 
festen Ebene, aber in dieser ist die Tangente unendlich fem, also 
unbestimmt, im dritten Falle nähert sich die Curve fortwährend einer 
festen Ebene und in dieser einer festen Geraden. Diese Ebene heisst eine 
Asymptotenebene und die Gerade in ihr eine Asymptote der Curve. 

Jeder dieser drei Fälle kann in Verbindung mit jedem der 8 
obigen Fälle eintreten, sodass also die Curve hinsichtlich ihrer un- 
endlich fernen Elemente, wenn blos Punkte, Tangenten und 
Schmiegungsebenen berücksichtigt werden, 24 Arten von Eigen- 
thümlichkeiten haben kann. 

§ 14. Es giebt noch verschiedene Degenerationsfälle anderer 
Art. Bildet eine Curve eine Schlinge und zieht sich diese in einen 
Knoten* zusammen, so fallen mehrere Punkte in einen zusammen. 
Ein solcher Punkt heisst ein vielfacher Punkt und es giebt in 
ihm im Allgemeinen ebenso viel Tangenten und Schmiegungsebenen, 
als Punkte zusammenfallen, oft aber fallen auch mehrere dieser 
Elemente selbst zusammen oder werden auch wohl bestimmt. 

Reducirt sich ein Curvenast auf einen Punkt (Einsiedler), 
so wird die Tangente und Schmiegungsebene unbestimmt. 

Es kann sich die Schmiegungsebene einer bestimmten Ebene 
nähern mit Berührungspunkt im Endlichen; der beschreibende 
Punkt nähert sich dabei in immer engeren Windungen dem Be- 
rührungspunkt als Pol asymptotisch. 

Auch kann die Curve in einem Punkte plötzlich abbrechen 
(Grenzpunkt). 

* Ueber die Bildung von Knoten, ein Problem der Topologie, vgl. 

Tait, on knots. Transactions of the Royal Society of Edinburgh. 
Vol. XXVm (1879), p. 145-190 (vorgelegt 1877) und Vol. XXXH (1887), 
p. 327—342 und p. 493—506. 

Kirkmann, the enumeration, description and construction of knots 
of fewer than ten crossings. Transact. of the R. Soc. of Edinburgh, 
Vol. XXXU, p. 281—309. 
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Fallen mehrere der unter den acht Fällen (§ 12) verzeichneten 
Punkte zusammen, so erlangt ein solcher eine Combination von be- 
sonderen Eigenschaften der zusammenfallenden Punkte; einige Eigen- 
schaften verschwinden in der Begel, indem sie sich paarweise ver- 
nichten. Fallen z.B. mehrere Bückkehrpunkte zusammen, so hängt 
es von der geraden oder ungeraden Beschaffenheit ihrer Anzahl ab, 
ob der Gesammtpunkt ein Bückkehrpunkt wird, oder nicht. 

Berührt eine Tangente oder Schmiegungsebene eine Curve in 
2, 3, . . • Punkten, so heisst sie eine Doppeltangente, dreifache 
Tangente U.S.W., doppelte, dreifache Schmiegungsebeneu.s.w. 
Eine Doppeltangente liegt in zwei Schmiegungsebenen , die auch in 
eine doppelte Schmiegungsebene zusammenfallen können. 

§15. Algebraische und transcendente Curven. Man pflegt 
die Curven nach Ordnung und Classe einzutheilen. Eine Curve w*®' 
Ordnung ist eine solche, von deren Punkten höchstens m in einer Ebene 
liegen; eine Curve w*®' Classe eine solche, von deren Schmiegungs- 
ebenen höchstens n durch einen Punkt gehen. Curven von bestinmiter 
Ordnung und Classe werden algebraische Curven genannt; solche von 
unendlich hoher Ordnung oder Classe transcendente Curven. Für 
die Singularitäten algebraischer Curven bestehen bestimmte Ab- 
hängigkeiten ihrer Anzahlen von einander. Dieselben wurden von 
Plücker und Cayley analytisch aufgestellt. Bein geometrisch sind 
dieselben noch nicht entwickelt; sie würden auch erst aus einer all- 
gemeinen geometrischen Erzeugungsart der Curven m*®' Ordnung und 
w*®' Classe folgen. Auch der Unterschied der algebraischen und trans- 
cendenten Curven ist bis jetzt blos ein analytischer, kein rein geo- 
metrischer. Ebenso fehlt noch die Entwickelung von Grenzenüber- 
gängen, welche algebraische Curven in transcendente überführen« 



n. Capitel. 

Contingenzwinkel , Scbmiegangswinkel , Winkel der ganzen 
Erttmmnng. Die Krflmmnng der Curven nnd ihre Radien. 

§1. Contingenzwinkel. Der unendlich kleine Winkel, welchen 
die Tangente eines Punktes M der Curve mit der Tangente des 
folgenden Punktes üf' bildet, heisst der Contingenzwinkel der 

2* 
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Carve im Pankte M, Er liegt in der Schmiegiingsebeae; er wird 
auch von dea Normalebeneii der Punkte üf, M^ gebildet, da diese 
zu den Tangenten dieser Pankte senkrecht sind. Nun sind die Normal- 
ebenen Tangentenebenen an die Flache der Erümmongsaxen and 
zogleich die Schmiegongsebenen der Oratlinie dieser Flache. Daher 
ist der Winkel der Schmiegangsebenen zweier aofeinanderfolgender 
Pankte der Gratlinie der Fläche der fiüümmongsaxen gleich dem 
Contingenzwinkel der primitiYen Carve. 

Die Normalebenen der Pankte Jlf, Jtf ' aad ihre Darchschnitts- 
linie, die Krümmongsaxe des Ponktes M stehen gleichzeitig senk- 
recht aof der Schmiegangsebene yon M^ in welcher die beiden Tan- 
genten liegen. Sie schneiden diese Ebene in zwei zn den Tangenten 
senkrechten Graden, welche im Darchschnitt C der Krüiomangsaxe 
mit der Schmiegangsebene zasammenlaafen. Diese Geraden bilden 
mit einander den Neigangswinkel der Normalebenen, d.h. ihr Winkel 
ist gleich dem Contingenzwinkel. Von diesen Geraden ist aber nor 
die eine {MC) eine Haaptnormale, nSmlich die Darchschnittslinie 
der Normalebene des Punktes M mit der Schmiegangsebene des- 
selben Panktes, die andere M^C nicht. Denn die folgende Haapt- 
normale ist die Darchschnittslinie der Normalebene des Panktes M' 
mit dessen Schmiegangsebene, M^C ist aber die Darchschnittslinie 
dieser Normalebene mit der Schmiegangsebene des Panktes M, Diese 
Linie ist blos die senkrechte Projection der zweiten Haaptnormale 
auf die erste Schmiegangsebene. 

§ 2. Samme der Contingenzwinkel. Es kann leicht die 
Samme t der Contingenzwinkel dt einer Carve gefdnden werden, 
welche von den aufeinanderfolgenden Tangenten der Carve zwischen 
zwei festen Punkten M und N gebildet werden (Fig. 9). Schalten 
wir zu dem Ende w— 1 andere Pankte M\ M'\ M"\ , . , M^*"^^ 
zwischen iKf und ^ein, so nähert sich die Schaar der Geraden, welche 
durch M und M\ M' und M'\ M'^ and Jf'", u. s. f. gehen, immer 
mehr der Schaar der Tangenten in den Punkten M^M' M'\ . . . M^'*''^\ N 
und die Schaar Ebenen durch M, M\ Jtf""; M\ M'\ Jf '"; ... der Schaar 
der Schmiegungsebenen der Punkte von M bis N und die Winkel, 
welche die aufeinanderfolgenden Geraden mit einander bilden, werden 
die Contingenzwinkel der Punkte J(f, M' Jf ". . . Letztere bezeichnen wir 
als Elemente der Summe r der Beihe nach mit dfr, dr^ dr'^.,,dv^^'~^\ 
Die dadurch entstehende Figur stellt in der Grenze den Theil der 
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Tangentenfläche dar, den eine beweglich^ Tangente beschreibt, wenn 
sie aus der Lage der Tangente in M durch alle Zwischenlagen in 
die Tangente des Punktes N übergeht. Wickelt man nun diese 
Fläche ab, indem man jede Schmiegungsebene (die Ebene eines 
Contingenzwinkels) um die Tangente dreht, bis sie mit der folgenden 
Schmiegungsebene zusammenfällt, so wird dadurch weder die Grösse 
der Continffenz- 

° Fig. 9. 

Winkel, noch die 
der Bogenele- 
mente der Curve 
alterirt und es 
geht die Curve 

doppelter 
Krümmung in 
eine ebene Curve 
über, welche mit 
ihr gleiche Bo- 
genelementeund 
gleiche Contin- 
genzwinkel hat. 
Zieht man in der 
Ebene der abge- 
wickelten Curve 
(Fig. 9) irgend 
eine Gerade 

(Transversale), welche die Tangenten der Punkte M^M\M^\., 
2lf («--i)j jy der Reihe nach in den Punkten ;*, f*', /li", . . . ft (*»""'), v schneidet 
und mit diesen die Winkel /ti, f*', f*", . . . ^^^*~^\ v bilden, so ergiebt sich jeder 
Contingenzwinkel als die Differenz zweier Winkel ft, welche die Trans- 
versale mit seinen Schenkeln bildet und man erhält die Gleichungen: 

dx = f*' — jtA 




äz" = ^' 



w 






V 



und durch deren Addition die Summe der Contingenzwinkel, nämlich: 



T = V 



f*- 
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Die Punkte fi, ft', ft" • . der Transversalen bildeten vor der Ab- 
wickelung der Tangentenfläche auf dieser eine Corve, deren Tangenten 
gegen die Erzeugongslinien der Fläche unter den Winkeln (i geneigt 
waren und durch die Abwickelung alle in eine Gerade zusammenfielen. 
Da die Bogenlänge dieser Curve durch die Abwickelung nicht ver- 
ändert wurde und die Oerade in der Ebene eine kürzeste Linie 
zwischen irgend zweien ihrer Punkte ist^ so folgt, dass jene Curve 
auf der Tangentenfläche gleichfalls eine kürzeste Linie sein muss, 
und da die Transversale in der Ebene ganz willkürlich war, so 
ergiebt sich der Satz: 

Die Summe derContingenzwinkel einerCurve doppelter 
Krümmung zwischen den Tangenten zweier Punkte M, N^ 
derselben ist gleich der Differenz der Winkel, welche die 
Tangenten irgend einer auf der Tangentenfläche gezogenen 
kürzesten Linie mit den Tangenten der Punkte M,N in den 
Punkten bilden, in welchen die kürzeste Linie letztere 
schneidet* 

§ 3. Erümmungskreis und Krümmung der Curve. Legt 
man durch die Punkte M, M\ -M" einer Curve eine Ebene und con- 
struirt in dieser einen Kreis, welcher durch diese drei Punkte geht, 
so liegt dessen Mittelpunkt y in dem Punkte, in welchen die Durch- 
schnittslinie der beiden in den Mitten der Sehnen MM^ und M^M^^ 
senkrecht auf diesen errichteten Ebenen die Ebene der drei Punkte 
durchschneidet. Rücken nun die Punkte M' und M" dem Punkte M 
unendlich nahe, so geht die Ebene in die Schmiegungsebene über und 
nimmt der Kreis und sein Mittelpunkt eine bestimmte Orösse und Lage 
in ihr an. Die in den Mitten der Sehnen errichteten Perpendikular- 
ebenen gehen hierbei in die Normalebenen der Punkte -3f, M\ ihre 
Durchschnittslinie in die Krümmungsaxe und der Mittelpunkt des 
Kreises in den Durchschnitt C derselben mit der Schmiegungsebene 
über. Dieser Kreis, dessen Mittelpunkt C und Radius CM=q in 

* Hieraus folgt eine allgemeine Eigenschaft der kürzesten Linien auf 
abwickelbaren Flächen Da für alle kürzeste Linien auf einer solchen 
Fläche II — V constant ist, so sei fi'—v' die analoge Winkeldifferenz für 
irgend eine zweite kürzeste Linie derselben Fläche; dann ist (i—v—(i*—v\ 
mithin auch (i — fA'^v — v^ d.h.: Die Tangenten irgend zweier 
kürzesten Linien einer abwickelbaren Fläche bilden mit der 
Erzeugungslinie dieser Winkel /u-, v, deren Differenz für den 
ganzen Verlauf dieser Curven constant bleibt. 



Fig. 10. 
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der Hauptnormale des Punktes M liegen, hat mit der Projection 
der Curve auf die Schmiegungsebene gleiche Krümmung und heisst 
der Krümmungskreis der Curve im Punkte üf, sein Mittelpunkt 
der Krümmungsmittelpunkt und sein Eadius der Krümmungs- 
halbmesser. Aus dem unendlich schmalen Dreieck MCM' (Fig. 10), 
welches als rechtwinklig und gleichschenklig an- 
gesehen werden kann und in welchem die dem 
Winkel C = dt gegenüberliegende Seite das 
Bogenelement MM^ = ds ist, während seine 
beiden anderen Seiten MC — M' C = q sind, er- 

giebt sich 

Q.dr = ds 

und mithin: ^^g i _dt 

" dx q ds 

Nimmt man die Krümmung eines mit der 
Linieneinheit beschriebenen Kreises als Einheit 
der Krümmung an, so verhalten sich die 
Krümmungen zweier Kreise umgekehrt, wie die Radien und ist der 
reciproke Werth des Badius das Maass der Krümmung eines Kreises. 

1 /7'r 

Daher ist — oder -j- die Krümmung des Krümmungskreises. Man 

nennt diesen Ausdruck die Krümmung der Curve im Punkte M^ 
auch wohl die erste Krümmung der Curve in diesem Punkte zum 
Unterschiede von einer bald zu erläuternden zweiten. 

§4. Berührung verschiedener Ordnung zwischen Curven 
und Flächen, Osculation. Der Krümmungskreis hat drei auf- 
einanderfolgende Punkte oder, was dasselbe ist, zwei aufeinander- 
folgende Bogenelemente und Tangenten mit der Curve gemein. Die 
Berührung zweier Curven, welche n aufeinanderfolgende (zusammen- 
fallende) Punkte gemein haben, heisst eine n -punktige Berührung 
oder eine Berührung der (w— l)*®^ Ordnung. Der Krümmungskreis 
berührt demnach die Curve dreipunküg oder in der zweiten Ord- 
nung. Eine Fläche berührt eine Curve /^-punktig oder in der (w - l)^^ 
Ordnung, wenn sie mit ihr n aufeinanderfolgende Punkte gemein 
hat. Die Schmiegungsebene berührt demnach die Curve dreipunktig 
oder in der zweiten Ordnung. Der Krünunungskreis liegt in der 
Schmiegungsebene und berührt diese Curve in derselben Ordnung, 
wie diese* Dieser Satz ist ein specieller Fall des allgemeineren: 
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Wenn eine Fläche F eine Curve C in der n**° Ordnung berührt, 
so kann auf der Fläche durch den Berührungspunkt keine Curve 
gezogen werden, welche C in einer höheren Ordnuüg, als der n^^ 
berührt. Denn es kann eine auf der Fläche F liegende Curve mit 
der Curve C nicht mehr Punkte gemein haben, als auf F liegen. 

Die Berührung der zweiten Ordnung nennt man auch OsculatioD. 
Daher heissen der Erümmungskreis und die Schmiegungsebene auch 
osculirender Kreis und osculirende Ebene. 

§ 5. Die Curve der Krümmungsmittelpunkte. Der 
Krümmungsmittelpunkt C des Punktes M ist der Durchschnittspunkt 
der Krümmungsaxe mit der Hauptnormalen dieses Punktes. Die 
Folge der Krümmungsmittelpunkte bildet daher eine Curve, welche 
auf der Fläche der Hauptnormalen und der Fläche der Krümmungs- 
axen liegt und mithin die Durchschnittscurve dieser beiden Flächen 
ist. Diese Curve wird von den Hauptnormalen nicht berührt, son- 
dern geschnitten. (Vgl, Cap. I, § 9.) 

§ 6. Schmiegungswinkel. Die Schmiegungsebenen zweier 
aufeinanderfolgender Punkte M^ M! einer Curve bilden einen unendlich 
kleinen Winkel, den Schmiegungswinkel (Torsions-, Flexions- 
oder Windungswinkel). Da die Krümmungsaxen und Binormalen 
dieser Punkte auf den Schmiegungsebenen senkrecht stehen, so bilden 
sie mit einander denselben Winkel. Der Winkel zweier aufeinander- 
folgender Krümmungsaxen ist aber der Contingenzwinkel der Gratlinie 
der Fläche der Krümmungsaxen und der Contingenzwinkel der pri- 
mitiven Curve ist nach § 1 gleich dem Winkel zweier aufeinander- 
folgender Schmiegungsebenen dieser Gratlinie; daher der Satz: 

Eine Curve doppelter Krümmung und die Gratlinie 
der Fläche ihrer Krümmungsaxen stehen in solcher Be- 
ziehung zu einander, dass der Contingenzwinkel und 
Schmiegungswinkel der einen resp. dem Schmiegungs- 
winkel und Contingenzwinkel der andern gleich ist.* 

Durch Abwickelung einer abwickelbaren Fläche wird der Winkel 
zweier Tangentenebenen derselben oder der Schmiegungswinkel der 
Gratlinie dieser Fläche zerstört. Durch Abwickelung der Tangenten- 
fläche geht daher die Curve in eine ebene Curve über, welche mit 
ihr gleiche Contingenzwinkel hat, durch Abwickelung der Fläche 



* Lancret a. a. 0. S. 419. 
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der Krümmuiigsaxen erhält man aus deren Gratlinie eine ebene Curve, 
deren Contingenzwinkel den Schmiegungswinkeln der Curve doppelter 
Erümmnng gleich sind. Von diesen beiden ebenen Curven hat die erste 
mit der Curve doppelter Erümmung gleiche Bogenelemente und folglich 
auch gleiche ErQnmiungshalbmesser, das Bogenelement der zweiten ist 
aber im Allgemeinen nicht gleich dem Bogenelemente jener. 

Die Curve und die Gratlinie ihrer Fläche der Krümmungsaxen 
haben noch die Beziehung zu einander, dass die Normalebenen jeder 
von ihnen den Schndegungsebenen der andern parallel sind. Die 
Normalebene der erstem ist nämlich selbst die Schmiegungsebene 
der zweiten und die Normalebene dieser steht senkrecht auf der 
Erümmungsaxe als ihrer Tangente; auf dieser aber steht auch die 
Schmiegungsebene der ersteren senkrecht. Ebenso sind die Tan- 
genten der einen Curve den Krümmungsaxen der andern, die Haupt- 
normalen beider aber einander selbst parallel. 

§ 7. Verschwinden des Schmiegungs- und des Contin- 
genzwinkel s. Der Schmiegungswinkel, den wir mit da bezeichnen 
wollen, misst in einer ähnlichen Weise die Abweichung der Curve 
von der Schmiegungsebene, wie der Contingenzwinkel dt ihre Ab- 
weichung von der Tangente. Wird in einem Punkte der Curve 
da ^ 0^ so wird die Curve an dieser Stelle eben, d.h. es fallen 
zwei Schmiegungsebenen zusammen und fallen also 4 Punkte oder 
3 Tangenten in eine Ebene. Die Schmiegungsebene berührt alsdann die 
Curve vierpunktig oder in der dritten Ordnung. Wird in einem Punkte 
der Contingenzwinkel dz gleich Null, so wird die Curve an dieser 
Stelle gradlinig, d.h. es fallen drei aufeinanderfolgende Punkte in 
die Tangente, der Erümmungskreis geht in die Tangente über und 
diese berührt die Curve dreipunktig oder in der zweiten Ordnung. 

§8. Schmiegungshalbmesser und Schmiegung. Construirt 
man ein rechtwinkliges Dreieck (Fig. 1 1), in welchem eine ^ig- n- 
Eathete gleich dem Bogenelemente ds und der dieser gegen- j^ J^. 
überliegende Winkel gleich dem Schmiegungswinkel da ist, \^ 
so werden die beiden andern Seiten eine Länge r an- 
nehmen, sodass r . da = ds \\ 



und also 


• 






ds 


1 da 




T T-» 






da 


r ds 



wird. Der reciproke Werth dieser Länge r misst die Erünunung 
eines mit ihr als Eadius beschriebenen Ereises und wird das Maass 
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der zweiten Krümmung (ßchmiegung, Flexion, Torsion oder 
Windung) der Curve in dem Punkte, welchem ds oder da an- 
gehören, die Länge r seihst der Radius der zweiten Krüm- 
mung (Schmiegungs-, Flexions- oder Torsionsradius) jenes Punktes 
genannt. Weil die Curre zwei Krümmungen hesitzt, heisst sie 
Curve doppelter Krümmung. 

Denkt man sich eine Curve, welche mit der gegebenen Curve 
gleiches Bogenelement, zum Contingenzwinkel aber deren Schmiegungs- 
winkel hat, so stellt deren Krümmungshalbmesser den Schmiegungs- 
radius r dar. Da der Schmiegungswinkel dieser Curve hierdurch 
noch nicht bestimmt wird^ so giebt es unzählig viele Curven, welche 
dieser Bedingung genügen, keine von ihnen ist identisch mit der 
Gratlinie der Fläche der Krümmungsaxen, aber eine ist darunter, 
deren Schmiegxmgswinkel gleich dem Contingenzwinkel der gegebenen 
Curve ist. Diese Curve hat mit der gegebenen reciproke Krümmungen. 
Wir werden später an der Fläche der Tangenten und der Fläche 
der Binormalen zwei geometrische Interpretationen des Schmiegungs- 
radius entwickeln. 

§ 9. Summe der Schmiegungswinkel. Da der Schmiegungs- 
winkel gleich dem Contingenzwinkel der Gratlinie auf der Fläche der 
Krümmungsaxen ist, so kann die Summe a der Schmiegungswinkel da^ 
d. h. der Winkel , welche die Schmiegungsebenen aller Punkte der 
Curve zwischen zwei festen Punkten M^ N mit einander bilden, 
in ähnlicher Weise gefunden werden, wie wir in § 2 die Summe 
der Contingenzwinkel dt gefänden haben. Man kann aber auch 
direct ihre Summe finden. Nach einem Satze der Elementargeometrie 
ist die doppelte Summe der Winkel Ä^ B^ C einer dreiflächigen Ecke 
weniger dem vierfachen körperlichen Baume E der Ecke selbst gleich 
dem vollen körperlichen Winkel Sl^ nämlich: 

2{A + B + G)- 4.E^Sl, 

Ist nun Ä der Nebenwinkel von J., also A!-^ A^= — Sl^ so kommt, 

wenn man dies einsetzt, 

B+C^2E+ A! 
und mithin wird 

C= 2E+ A!-B^ 

d.h. ein Winkel einer körperlichen Ecke ist gleich der Differenz 
zwischen einem der Winkel an der Gegenseite und dem diesem nicht 
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anliegenden Aussenwinkel, vermehrt um den doppelten Inhalt der 
körperlichen Ecke. 

Schneiden wir nun das System der Schmiegmigsehenen der 
Punkte Jtf", M\ M'\ . . . M^'*~'^\N mit irgend einer Ebene, welche 
mit diesen der Beihe nach die Winkel (i, fi\ f*", , , . v bildet und be- 
zeichnen die körperlichen Ecken, welche von je zwei aufeinander- 
folgenden Schmiegungsebenen und der Schnittebene gebildet werden, 
der Reihe nach mit de^ ds^ d^\ , , . ds^"*"^^ sowie die Schmiegungs- 
winkel selbst mit da^ d(/^ d(/\ . . . d(S^"~^\ so erhält man nach dem 

angeführten Satze: 

da = 2ds + |w,' — ft 

dd ^ 2ei«' + |M."-fi' 

d(^'^ 2de'^+ ^'"~ ^" 

mithin durch Addition, wenn wir noch die Summe der Schmiegungs- 
winkel mit a und die der körperlichen Ecken mit E bezeichnen: 

a^2E+(y- (i). 

Darin bedeutet nun E den körperlichen Baum der von den 
Schmiegungsebenen in M und N^ von dem zwischen ihnen liegenden 
Theile der Tangentenfläche und der Schnittebene gebildeten krumm- 
flächigen Ecke. Daher der Satz: 

Die Summe der Schmiegungswinkel, welche die 
Schmiegungsebenen aller zwischen zwei festen Punkten 
M^ N einer Curve doppelter Krümmung bilden, ist gleich 
der Differenz der Winkel, welche die Schmiegungsebenen 
in M und N mit irgend einer Schnittebene bilden, ver- 
mehrt um den doppelten körperlichen Baum der von diesen 
drei Ebenen und dem zwischen den Schmiegungsebenen 
liegenden Theile der Tangentenfläche gebildeten krumm- 
flächigen Ecke. 

§ 10. Laueret 's Satz. Die Hauptnormalen oder Krümmungs- 
halbmesser zweier aufeinanderfolgender Punkte M^ M' der Curve 
kreuzen sich unter einem unendlich kleinen Winkel, den wir den 
Winkel der ganzen Krümmung im Punkte M nennen wollen. 
Dieser Winkel wird auch gebildet von den rectificirenden Ebenen 
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dieser Punkte, welche auf den Hauptnormalen senkrecht stehen, und 
da diese Ebenen Tangentenebenen der rectificirenden Fläche und 
also auch Schmiegungsebenen ihrer Gratlinie sind, so ist er auch 
dem Schmiegungswinkel der Gratlinie der rectificirenden Fläche 
gleich. Der Winkel der ganzen Krümmung hängt ab vom Contingenz- 
Winkel und vom Schmiegungswinkel und es besteht zwischen diesen 
Winkeln die wichtige, von Laueret aufgefundene Relation:* 

Das Quadrat des Winkels der ganzen Krümmung ist 
gleich der Summe der Quadrate des Contingenzwinkels 
und des Schmiegungswinkels. 

Zum Beweise dieses Satzes legen wir durch vier aufeinander- 
folgende Punkte M,M\ M^\ M"^ der Curve (Fig. 12) die beiden 
/ / Fig 12. Schmiegungsebenen der Punkte 

/^/ MxmdM\ nämlich die Ebenen 

// MM^M^^ und M^M^^]^^\ welche 

^/^^si^;.zz~ C ®^^^ ^^ ^®^ Tangente M^M^' 

/ ^^^^^^^^^^^^---^s^^ ^ schneiden und mit einander den 

^^-—. — -----~---__J"^^^^'^^^^"*^^^--^' Schmiegungswinkel da bilden. 

7T~ — I^ie Normalebene des Punktes 

M^ schneidet diese beiden Ebenen in zwei Geraden M^ C, M' C\ 
welche senkrecht zur Tangente M^M^' sind und also mit einander 
den Winkel da bilden. Von diesen beiden Linien ist M' C\ welche 
in der Schmiegungsebene dfes Punktes Jf' liegt, die Hauptnormale 
dieses Punktes, die andre M' C ist, da die Normalebene von M^ auch 
auf der Schmiegungsebene von M senkrecht steht, die rechtwinklige 
Projection von ilf'C auf die Schmiegungsebene von M. Diese 
Linie Jf ' C schneidet sich mit der Hauptnormalen MC des Punktes M 
im Krümmungsmittelpunkte C und bildet mit ihr einen Winkel gleich 
dem Contingenz Winkel dx. Ziehen wir daher durch M^ in der 
Schmiegungsebene von M mit der Hauptnormalen MC eine Parallele 
M*y, so bildet sie mit Jf'C gleichfalls den Winkel CM^y = dfr, und 
da sie die Richtung der ersten Hauptnormalen hat, so ist der 
Winkel yM'C\ den sie mit der Hauptnormalen M' C^ des Punktes M^ 
bildet, der Winkel dk beider Hauptnormalen oder der Winkel der 
ganzen Krümmung. Die drei im Punkte Jtf"' sich schneidenden 
Geraden Jtf"'(7, M'C\ M^y bilden eine an der Kante üf'C rechtwinklige 



* Lancret a. a 0. S. 430. 
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dreiflächige Ecke, deren ebene Winkel da^ dv und dk sind, wovon dh 
dem rechten Winkel gegenüberliegt. Beschreiben wir jetzt um den 
Punkt M^ als Mittelpunkt mit der Linieneinheit als Badius eine 
Kugel, so erzeugt die dreiflächige Ecke auf ihr ein rechtwinkliges 
sphärisches Dreieck, ABC^ dessen drei Seiten dv^ da^dk unendlich 
klein sind. Dies Dreieck ist folglich als eben anzusehen und daher 
hat man nach dem pythagorischen Satze: 

dk^^dG^+dvK 

m 

Den obigen Bemerkungen zufolge kann dieser Satz auch so aus- 
gesprochen werden; 

Das Quadrat des Schmiegungswinkels der Gratlinie 
auf der rectificirenden Fläche ist gleich der Quadratsumme 
des Contingenzwinkels der Curve und des Contingenz- 
winkels der Gratlinie der Fläche der Krümmungsaxen. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar auch noch der folgende: 

Bei keiner Curve doppelter Krümmung kann der Winkel 
der ganzen Krümmung kleiner als der Contingenzwinkel 
oder kleiner als der Schmiegungswinkel sein. 

Ist die Curve eben, so ist der Schmiegungswinkel Null und der 
Winkel der ganzen EJrümmung gleich dem Contingenzwinkel. 

§ 11. Eadius der ganzen Krümmung. Der Winkel dk der 
ganzen Krümmung misst die Abweichung zweier Hauptnormalen von 
einander und in gewissem Sinne die schraubenartige Windung der Curve. 
Bestimmt man nun ähnlich, wie in § 8, eine Länge R so, dass 

R , dk =^ ds^ 

dh jR ds 

wird, so soll der reciproke Werth von M das Maass der ganzen 
Krümmung der Curve im Punkte ilf, an welchem das Bogen- 
element ds liegt oder auch kurz die ganze Krümmung der Curve 
im Punkte M^ die Strecke B aber der Radius der ganzen 
Krümmung heissen. B, würde der Krümmungshalbmesser einer 
Curve sein, welche bei gleichem Bogenelemente mit der gegebenen 
Curve den Winkel dk zum Contingenzwinkel oder der Schmiegungs- 
radius einer anderen Curve sein, welche bei demselben Bogenelemente 
den Winkel dk zum Schmiegungswinkel hätte. 
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Der Badins R der ganzen Krümmung steht mit dem Krümmungs- 
radins q xmä dem Schmiegungsradius r in einer sehr einfachen Be- 
ziehmig, nämlich: 

Das Quadrat des reciproken Werthes vom Badins der 
ganzen Krümmung ist gleich der Quadratsumme der reci- 
proken Werthe des Krümmungsradius und des Schmiegungs- 
radius. Oder auch: Das Quadrat der ganzen Krümmung ist 
gleich der Quadratsumme der ersten und zweiten Krüm- 
mung der Curve. 

Es ist nämlich nach dem Lancret'schen Satze 

mithin auch^ wenn man mit ds^ dividirt: 

'dk\i fdT\9 . rda\^ 



\dsJ ^ ydsJ "'" U J 



oder weil 



ist, 






dk 
da 






dt 



da 



ds r ds 



(I)'- (i)*+ (fr- 



Aus dieser Gleichung folgt noch 



R = 



Q . r 



und hieraus ergieht sich, weil sowohl 

als auch 



nicht grösser als die Einheit werden kann, der Satz: 

Bei keiner Curve doppelter Krümmung kann in irgend 
einem Punkte der Badius der ganzen Krümmung grösser 
sein als der Krümmungsradius oder der Schmiegungsradius. 
§ 12. Das rechtwinklige Dreieck der Badien (>,r,^. Sind 
a, h, c, h die Katheten, die Hypotenuse und die vom Scheitel des 
rechten Winkels auf die Hypotenuse gefällte Höhe eines recht- 

Pig. 18. winkligen Dreiecks (Fig. 1 3), so folgt 

aus den Gleichungen c^=a^4-ft^ 
und ch «= ah: 

1^1 + i 

und umgekehrt, besteht diese Belation zwischen zwei Seiten a, h 
und der zur dritten Seite c gehörigen Höhe h, so liegt c ein rechter 




j 
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Winkel gegenüber. Denn für a und ß als Gegenwinkel von a und h 
ist sina = h :b, sinß '^ h : a^ mithin sin^a + sin^ß = 1, also 

a -\- ß = —n. Man kann diesen Satz als eine Art Reciprocum des 

pjthagorischen Satzes ansehen. Die Relation besteht nun zwischen 
(», r und JR; construirt man daher mit ^ und r als Katheten ein 
rechtwinkliges Dreieck und nennt h die Hypotenusenhöhe desselben, 
so folgt durch Vergleichung von 

- = - + - 

mit derselben h = B. Daher: 

Der Krümmungshalbmesser q und der Schmiegungs- 
halbmesser r einer Ourve bilden die Katheten eines recht- 
winkligen Dreiecks, dessen Hypotenusenhöhe gleich dem 
Radius B der ganzen Krümmung ist. 

Auch hieraus folgt, dass B weder grösser als (>, noch grösser 
als r sein kann. 

Man kann dem hier aufgestellten Satze eine etwas andere Form 
geben. Auf jedem Radius einer Krümmung, wie MC = g (Fig. 13 a), 
kann man einen Punkt C' bestimmen, sodass rig. i8a. 

MC . MC^ == 1 wird. C heisst der inverse 

Krümmungsmittelpunkt zu C und MC' = — = q' 

v _^ 

stellt die Krümmung dar. Die Strecke q^ wird C c'q' M 

die Krümmungsstrecke genannt.^ Bestimmt man nun zu (», r, B die 

drei Krümmungsstrecken q\ / B\ so sind sie die Katheten und 

Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks und ist JR' die Diagonale 

eines Rechtecks von den Seiten q\ r\ 

§ 13. Geometrische Interpretation von r und B. Man 

kann leicht die geometrische Bedeutung der Radien r und B 




* Der Begriff des inversen Krümmungsmittelpunktes findet sich schon 
bei Hachette, indem er mit Hülfe desselben aus dem Meunier'schen Satze 
über die Krümmung der Flächenschnitte gemeinschaftlicher Tangente einen 
weiteren ableitete. (Vgl. Lamarle , Exposä g^omätrique du calcul diff^rentiel 
et integral, Paris 1861, Si^me partie, p. 445.) Unabhängig hiervon wurde der 
Begriff der Krümmungsstrecke von Grassmann eingeführt. (H. Grassmann, 
Anwendung der Ausdehnungslehre auf die allgemeine Theorie der Raum- 
curven und krummen Flächen, Beilagen zum Progr. der latein. Hauptschule 
zu Halle a. S. 1886, 1888, 1893.) 
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mit Hülfe der Fläche der Tangenten nachweisen. Es seien (Fig. 14) 
MF^ M'P\ M*'P'\ . . . aufeinanderfolgende Tangenten der Curve 
MM^M"... und die Ebenen PM^ P\ P' M^' P'^ die Schmiegungs- 
ebenen derselben in den Punkten M und M\ Von einem beliebigen 
Punkte P der Tangente in M fällen wir auf die Tangente des 
folgenden Punktes -3f' das Perpendikel PP' oder, was wegen 

/ des unendlich kleinen Contin- 
Kenzwinkels, den die beiden 

Flg. U. ^ ® ' 



Tangenten einschliessen, gleich- 
bedeutend ist, beschreiben wir 
aus üf ' als Mittelpunkt den 
unendlich kleinen Kreisbogen 
PP\ der auf beiden Tangenten 
senkrecht steht und ercichten 
in P die Normale auf die 
Ebene PM^P\ sowie in P' die 
Normale auf die Ebene P'Jlf"P". 
Diese beiden Normalen werden 
sich in einem Punkte D schnei- 
den. Denn die Tangente Jf'P' 
liegt in der Ebene Püf' P' 
und ist daher senkrecht zur 
Normalen PD des Punktes P, und 
da sie auch senkrecht zu PP' ist, 
so steht sie auf der Ebene D PP* 
senkrecht. Daher fallen alle 
Geraden, welche in P' auf Jf 'P' 
senkrecht stehen, in die Ebene 
DPP\ Die Normale der Ebene P'M^P' in P' ist aber eine solche 
Gerade, da M' P' auch in der Ebene P^ M^^ P^ liegt. Es fallen 
demnach beide Normalen in P und in P\ in dieselbe Ebene und 
scheiden sich folglich in einem Punkte J). Nun bilden diese beiden 
Normalen mit einander den Winkel da der beiden Schmiegungs- 
ebenen PMP' und P' M'^P\ zu denen sie senkrecht sind. Daher 
wird PP' =^PD .da. Dies gilt für alle Punkte P der Tangente 
MP und da PP proportional dem Abstände MP des Punktes P 
der Tangente vom Curvenpunkte M ist, so ist auch PD proportional 
MP und liegen die Punkte i), welche den verschiedenen Punkten P 




j 
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der Tangente MP entsprechen, auf einer durch Jtf" ' und also in der 
Grenze durch M hindurchgehenden Geraden. PF' ist das Element des 
senkrecht zur Tangente MP geführten Normalschnittes der Fläche 
der Tangenten, und da die Ebene dieses Schnittes auch durch die 
Normale P^D hindurchgeht, so schneidet sie die Schmiegungsebenen 
von M und M' in zwei aufeinanderfolgenden Tangenten des Normal- 
schnittes, welche den Winkel da mit einander bilden und ist folglich 
PD ■■= PP' : da der Krümmungshalbmesser dieses Normalschnittes 
in P. Man erhält daher den Satz: 

Die Erümmungsmittelpunkte 2) aller zur Tangente 
in M der Curve MM'M'\ , , senkrecht geführten Normal- 
schnitte der Tangentenfläche liegen auf einer durch M 
hindurchgehenden Geraden und sind die Krümmungshalb- 
messer dieser Normalschnitte dem Abstand von M pro- 
portional. 

Nimmt man nun den Abstand MP = ^, nämlich gleich dem 
Krümmungshalbmesser der Curve MM' M'^ ... in Jf, so wird 
pp^ = ^dx = ds = MM' und folglich PD = ds : da =^ r, d. h.: 

Der Schmiegungflhalbmesser r einer Cutyc MM' M" , . , 
in M ist der Krümmungshalbmesser des Normalschnittes 
der Tangentenfläche der Curve, welcher im Abstände gleich 
dem Krümmungshalbmesser q dieser Curve vom Berührungs- 
punkte der Tangente senkrecht zu dieser Tangente dies- 
seits oder jenseits von M geführt werden kann. 

Die Ebenen M'PD und M' P' B gehen durch die Tangenten 
MPxm^M'P' und stehen auf den Schmiegungsebenen PM'P' oder 
MM'M" und P'M"P" oder M'M"M"' senkrecht, sind mithin die 
rectificirenden Ebenen in M und M', Sie schneiden sich in der 
rectificirenden Geraden DM \ Diese Schmiegungsebenen sind Be- 
rührungsebenen der Tangentenfläche längs den Tangenten MP und 
M'P', Ein Kegel, welcher diese beiden Tangenten zu Erzeugungs- 
linien und längs ihnen die beiden Schmiegungsebenen zu Tangenten- 
ebenen haben würde, hätte zur Axe die rectificirende Gerade DM'^ 
M' zum Mittelpunkte und auf ihm lägen die drei Curvenpunkte 
Mf M'y M". Er würde die Curve dreipunktig oder in der zweiten 
Ordnung berühren und mit der Tangentenfläche die Kiümmungs- 
kreise der auf MP senkrechten Normalschnitte gemein haben. 

Schell, Theorie d. Curveii. 2. Aufl. 3 
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Es liegen daher die Krümmungsmittelpankte der 
Normalschnitte der Tangentenfläche der Curve MM}M}\»,y 
welche senkrecht znr Tangente des Punktes M. sind, auf 
der rectificirenden Geraden der Curve und ist diese Gerade 
die Axe eines die Curve in der zweiten Ordnung berühren- 
den Kegels. 

Da der Schmiegungswinkel äa der Winkel der beiden auf- 
einanderfolgenden Tangentenebenen dieser die Curve osculirenden 

Kegelfläche ist, so kann — = j~ nicht mit Unrecht die conische 

Krümmung der Curve genannt werden* 

Das zu Anfang dieses Paragraphen erwähnte rechtwinklige 
Dreieck, welches ^ und r zu Katheten und JB zur Hypotenusen- 
höhe hat, findet sich in vorliegender Betrachtung so vor, dass q in 
die Tangente der Curve fällt, r aber parallel der Binormalen im 
Abstände q liegt, oder auch in dieser angenommen werden kann. 
Dass die Höhe Jß dieses Dreiecks auch eine geometrische Bedeutung 
für die Tangentenfläche hat, wollen wir gleichfalls noch zeigen. 

Das Bogenelement ^^^ steht senkrecht auf MV und fäUt in 
die Schmiegungsebene VM! P des Punktes M, Es ist daher 
parallel zur Hauptnormalen in M. Beschreiben wir aus Jf ' in der 
folgenden Schmiegungsebene P'J[f''P" ein weiteres Bogenelement P'P" 
senkrecht zur Tangente M^ F\ so hat dies ebenso die Eichtung der 
Hauptnormalen in M\ Beide Bogenelemente gehören einem ebenen 
Schnitt der Tangentenfläche an, welcher durch zwei Linien geführt 
ist, welche zwei aufeinanderfolgenden Hauptnormalen parallel laufen. 
Dieser Schnitt ist daher parallel der Ebene dieser Hauptnormalen 
und mithin senkrecht zur rectificirenden Geraden JDM, Wird dieser 
Schnitt im Abstände q von M geführt, so wird JPP =^Qdx=^ds 
und ist sein Contingenzwinkel der Winkel dh der beiden Haupt- 
normalen oder der Winkel der ganzen Krümmung in M, Sein 



* Der osculirende Kegel und die Darstellung der Schmiegung 1 : r 
der Curve mit seiner Hülfe findet sich bereits bei de Saint-Vänant, 
Memoire sur les lignes courbes non planes. Journ. de recole polytech. 
T.XVni (30e cah.) (1846) und bei Voizot, Note sur les courbes ä double 
courbure. Journ. des math^m. p. Liouville T. XV, p. 481—486 (1860) uud 
Deuxi^me note sur les courbes ä double courbure. Ebendas. T. XVII, p. 263 
bis 264 (1852). 
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Krümmungshalbmesser wird daher jt = ^j sein Krümmungsmittelpunkt E 

fällt in die rectificirende Gerade und liegt der Krümmungshalbmesser 
in der rectificirenden Ebene senkrecht gegen diese Gerade. Daher: 

Der Radius R der ganzen Krümmung einer Curve ist 
gleich dem Krümmungshalbmesser eines Schnittes der 
Tangentenfläche durch einen Punkt der Tangente im Ab- 
stände gleich dem Krümmungshalbmesser q^ senkrecht ge- 
führt zur rectificirenden Geraden. 

Zugleich ergiebt die Figur noch den Satz: 

Die rectificirende Gerade bildet mit der Tangente der 
Curve einen Winkel -ff, wofür tgH^riQ und der Badius 

der ganzen Krümmung mit ihr der Winkel —% — H, 

Die Exümmungskreise aller Schnitte der Tangentenfläche, welche 
durch die Punkte P der Tangente MF senkrecht zur rectificirenden 
Geraden geführt werden können, haben ihre Mittelpunkte auf der 
rectificirenden Geraden und erfüllen einen Botationskegel^ dessen 
Axe gleichfalls diese Gerade ist und welcher die Tangentenfläche 
gleichfalls längs der Tangente MP osculirt.* 

§ 14. Geometrische Interpretation von r mit Hülfe der 
Fläche der Binormalen. Man kann für den Schmiegungsradius r 



Fig. 15. 




auch noch eine Bedeutung für die windschiefe Fläche der Binormalen 
gewinnen. Es seien ^, ^ (Fig. 15) zwei aufeinander folgende Er- 
gänzungslinien einer windschiefen Fläche, djß ihr unendlich kleiner 
kürzester Abstand A^Ä^ und dö der gleichfalls unendlich kleine 
Winkel, unter welchem sie sich kreuzen. Die Lage der Tangenten- 
ebene in einem Punkte A von g kann leicht angegeben werden. 
Errichtet man nämlich in A eine Ebene senkrecht zu ^, so schneidet 

* Auch dieser zweite osculirende Kegel wird bei de Saint -V^nant 
a. a. 0. erwähnt. 

3* 
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sie g in einem Punkte Ä^ sodass die Richtung AÄ. die einer Tan- 
gente in A an die windscMefe Fläche ist, und da g gleichfalls in 
die Tangentenebene von A fällt, so bestimmen AAl und g diese 
Tangentenehene. Zieht man durch die Fusspunkte A^^ A^ des kür- 
zesten Abstandes zwei Parallelen mit g^ und g^ so bestimmt jene 
zu g senkrechte Ebene auf ihnen zwei weitere Punkte C, C' eines 
Rechtecks ACA^C!, in welchem der Winkel C^AA*=^CA^A==^ 
die Neigung der Tangentenebene gegen AqAq\ d.h. gegen die Tan- 
gentenebene der Fläche in Aq darstellt. Ist nun A^A'=x der Ab- 
stand des Berührungspunktes A vom Fusspunkte Aq des kürzesten 
Abstandes, so wird tg& = AC : A^C = xda : dp und wenn man 
dp : da =^1c setzt, tg& = x :h. Die Constante Tc heisst der Para- 
meter der Erzeugungslinie g (Vertheilungsparameter der Tangenten- 
ebenen längs g). Es bedeutet Tc den Abstand eines Berührungs- 
punktes A von J.Q, in welchem die Tangentenebene mit der 

Tangentenebene von -^ den Winkel '9'=—;!; bildet. Die sämmtlichen 

Tangentenebenen in den verschiedenen Punkten A der Erzeugungs- 
linie g bilden einen Ebenenbüschel. Die Tangentenebene in A^^ 
welche den kürzesten Abstand dp enthält, heisst die Central ebene 
und ihr Berührungspunkt Aq der Centralpunkt der Erzengungs- 

linie^. Für ä = oo wird -^ == — ;7C, d.h. die Tangentenebene im un- 

endlich fernen Punkte von g steht senkrecht auf der Centralebene. 
Sie heisst die Asymptotenebene von g. Dreht sich eine be- 
wegliche Ebene um g als Axe, so ist sie in jeder Lage Tangenten- 
ebene in einem Punkte, dessen Abstand x ^Ictg^ ist. Für ^ = o 

ist sie die Centralebene, für 'd'^-r-n; die Asymptotenebene. Bei 

einem vollen Umschwung der Ebene läuft A von ^q über die ganze 
Gerade g und kehrt, durch das Unendliche hindurchgehend, nach 
ihrem Centralpunkt Aq zurück. Diesseits und jenseits des Central- 
punktes in gleichem Abstände des Berührungspunktes A von diesem 
haben die Tangentenebenen entgegengesetzt gleiche Neigung gegen 
die Centralebene. Zu jedem Abstände AqA = x giebt es jenseits Aq 
einen entgegengesetzten — x^ ^ — AqA^^ sodass die Tangentenebenen 
beider Punkte A und A^ senkrecht zu einander sind. Denn es ge- 
nügen a;, x^ den Gleichungen x = 'ktgd^^ x*= — ktgd^ und wird 

daher — xx^= k^ für + 6''= — tt. Die Tangentenebene in A^^ ist 
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Normalebene in A und nmgekehrt. Trägt man im Centralpunkte 
Aq auf A^A^ eine Strecke A^S^^h auf, 80 liefern zwei zu ein- 
ander senkrechte Strecken ZA^SA^ des Punktes S die Punktpaare^ 
wie ^,^1, deren Tangentenebenen wechselweise zugleich Normal- 
ebenen der Fläche sind, welche durch g hindurchgeheD. Die Punkt- 
paare A^Ai bilden zwei Punktreihen auf g^ welche auf entgegen- 
gesetzten Seiten des Centralpunktes liegend ein constantes Produkt 1(? 
ihrer Abstände von diesem zeigen. Bewegt sich der eine von ihnen 
auf g in einem bestimmten Sinne, so folgt ihm der andere in dem- 
selben Sinne. Die beiden Punktreihen sind gleichliegende in- 
volutorische Reihen. Ihre ideellen Doppelpunkte liegen in einem 
Abstände vom Centralpunkte gleich dem Paramenter Tc, 

Nun sind die Binormalen einer Curve MM*3t' . . . die Er- 
zeugungslinien einer windschiefen Fläche und ist das Bogenelement 
MM^ =» ds der kürzeste Abstand derselben. Denn die Tan- 
gente ist die Schnittlinie zweier aufeinanderfolgender Schmiegungs- 
ebenen und auf diesen stehen die Binormalen in den Endpunkten 
des Bogenelementes senkrecht, welches die Richtung der Tangente 
hat. Diese beiden Binormalen bilden mit einander den Schmiegungs- 
winkel d(S der Schmiegungsebenen, auf denen sie senkrecht stehen. 
Daher ist der Parameter k der windschiefen Fläche der Binormalen 

Ä; = 3=^=j- = r, d.h: 
da da ^ 

Der Schmiegungshalbmesser r der Curve ist der 

Parameter der Fläche der Binormalen. 

In Fig. 14 a stellen Bq und B^ die ideellen Doppelpunkte der 
Binormalen dar. 

§ 15. Verbiegung der Curve. Die drei Winkel ^r, da^ dk 
haben für die Erzeugung der Curve eine wichtige Bedeutung, dt ist 
der Winkel, um welchen die Tangente sich drehen muss, damit die 
Curve sich überhaupt krümmt, da der Winkel, um welchen die 
Schmiegungsebene sich dreht, damit die Curve statt eben, doppelt 
gekrümmt werde und dk ist der Winkel^ um welchen sich in Folge 
dieser beiden Drehungen die Hauptnormale und die rectificirende 
Ebene drehen. Die Axen, um welche diese Drehungen erfolgen, 
sind: für die erste die Erümmungsaxe^ für die zweite die Tangente 
und für die dritte die rectificirende Gerade. Führt man diese 
DrehuDgen im entgegengesetzten Sinne aus, d. h. lässt man die 
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Schmiegimgswinkel da txl Nnll werden, so wird die Cnrve eben, 
werden hierauf alle eZr » o, so geht sie in eine Gerade über. 
dJc wird, vermöge der Gleichung d1c^= dt^+ dc^ von selbst Null, 
wenn dö und dr verschwinden. 

Eine Curve doppelter Krümmung kann auf mannigfache Weise 
in andere Formen gebogen werden. Man kann, während man die 
Contingenzwinkel unverändert lässt, die Schmiegungswinkel ändern. 
Die abwickelbare Tangentenfiäche wird dabei verbogen, aber es 
haben alle Formen, in welche dadurch die Curve übergeht, dieselbe 
Krümmung, weil die Bogenelemente nicht geändert werden. Ins- 
besondere kann jede Curve in eine andere verbogen werden, welche 
constante Schmiegung hat. 

Damit die Curve bestinmit sei, muss in jedem Punkte q und r 
bekannt sein. Zwei Bedingungen zwischen diesen Grössen bestimmen 
daher die Curve. Diese können z. B. so sein, dass q und r als 
Functionen des Bogens s gegeben werden, oder auch als Functionen 
von der Summe t der Contingenzwinkel. 

§ 16. Sphärische Hülfscurven. Beschreibt man um irgend 
einen Punkt des Baumes mit der Einheit als Eadius eine Kugel- 
fläche und legt durch deren Mittelpunkt eine Schaar Gerader parallel 
den Tangenten, eine andere parallel den Krümmungsaxen und eine 
dritte parallel den Hauptnormalen^ so erhält man auf der Kugel 
drei sphärische Curven, von denen je drei ein und demselben Punkt 
der gegebenen Curve entsprechende Punkte ein Octantendreieck 
bilden.* Die Bogenelemente dieser drei Curven messen den Contingenz- 
winkel, den Schmiegungswinkel und den Winkel der ganzen Krüm- 
mung, also die Bogen selbst die Summen dieser Winkel. Die 
Ebenen durch den Mittelpunkt der Kugel und die Bogenelemente 
oder Tangenten derselben sind parallel der Schmiegungsebene, der 
Normalebene und einer Ebene parallel zwei aufeinanderfolgenden 
Hauptnormalen, d.h. parallel einer zur rectiflcirenden Geraden senk- 
rechten Ebene, von der wir später reden werden, und die wir die 
Ebene der ganzen Krümmung nennen wollen, weil durch Pro- 
jection der beiden Hauptnormalen auf sie der Winkel dh erhalten 
wird. Die Contingenzwinkel dieser drei Curven geben den Schndegungs- 



* Senff, theoremata principalia e theoria curvarum et superficierum. 
Dorpati Liviomm 1831. Cap. IV, § 2. 
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Winkel, den Contingenzwinkel nnd den Winkel zweier recüficirenden 
Geraden, d.h. den Contingenzwinkel der Oratlinie der recüficirenden 
Fläche an. Von diesen sphärischen Curven kann ein sehr werth- 
voller Gebrauch für die Untersuchung über Curven doppelter Krüm- 
mung gemacht werden, wie P. Serret in seiner Theorie nouvelle geo- 
metrique et m^canique des lignes a double courbure, Paris 1860, 
und Aoust in seiner Analyse infinitesimale des courbes dans l'espace, 
Paris 1876, gezeigt haben. Wir ziehen es vor, die allgemeinen 
Erörterungen an der gegebenen Curve selbst durchzuführen, statt 
sie von den Hülfscurven auf diese zu übertragen. 

§ 17. Singularitäten der Krümmung und Schmiegung. 
Hat eine Curve einen ausgezeichneten Punkt, eine ausgezeichnete 
Tangente oder Schmiegungsebene, so hat sie an der betreffenden 
Stelle auch hinsichtlich der Krünmiungen ausgezeichnete Eigen- 
schafken. Ist nämlich der Punkt M^ ein Bückkehrpunkt und man 
lässt eine bewegliche Tangente über die Curve hingleiten, so wird 
der Abstand ihres Berührungspunktes M von einem festen Punkte A 
in ihr ein Maximum oder Minimum, sobald M nach M^ gelangt, 
weil in diesem Punkte der Punkt M den Sinn seiner Bewegung in 
der Tangente ändert und also die Länge AM vom Wachsen zum 
Abnehmen, oder umgekehrt vom Abnehmen zum Wachsen übergeht. 
Die Aenderung von AM ist aber das Bogenelement ds im. Punkte M^^ 
diese muss daher gleich Null werden. Der Punkt M^ ist ein Still- 
standspunkt for die Bewegung von M in der Tangente. In ähn- 
licher. Weise muss für eine Bückkehrtangente dx und fiir eine 
Bückkehrebene d(S gleich Null werden. Mit Bücksicht hierauf hat 
man in den acht in Cap. I§12 verzeicheten Fällen ausgezeichneter 
Elemente die Krümmung und Schmiegung zu untersuchen. Für die 
Fälle ö., 6., 7., 8. wird ds = 0, für 3., 4., 7., 8. ist dx = 0, für 2., 4., 
6., 8. do = 0. Bei 3. und 4. wird ^ = oo, bei 2. und 4. r == oo. 
Für die Falle 4. bis 8. sind specielle Grenzübergänge erforderlich, 
welche durch die Erzeugnngsart der Curve sich ergeben. 

Für die analytische Untersuchung dieser Fälle, wenn die Curve 
z.B. durch Parameterdarstellung gegeben ist, vgl.: Wolf fing, Die 
Krümmung der Baumcurven in singulären Punkten derselben. Archiv 
f. Mathem. u. Physik, II Beihe, Bd. 15, S. 146— 158 (1897). 
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III. Capitel. 

Die Fläche der Schmiegnngsebenen oder die TangenteniBiitehe 

und die Evolventen. 

§1. Filarevolventen. Lässt man eine bewegliche Tangente 
über die Curve hingleiten, so beschreibt jeder ihrer Punkte P auf 
der abwickelbaren Tangentenfläche eine Curve (P), welche die sämmt- 
lichen Tangenten unter rechten Winkeln schneidet. Berührt nämlich 
die Tangente im Punkte M, so geht sie zugleich durch einen fol- 
genden^ dem M unendlich nahen Punkt üf' der Curve. Soll sie 
nun in die Lage der Tangente des Punktes M^ gelangen, welche 
durch M^ und den nächstfolgenden Punkt M'^ geht, so muss sie 
sich in der Ebene beider Tangenten, d.h. in der Schmiegungsebene 
der Curve im Punkte M um den Punkt M' und zwar um den 
Contingenzwinkel dt drehen. Bei dieser Bewegung beschreibt der 
Punkt P einen unendlich kleinen Kreisbogen PP\ dessen Mittel- 
punkt M' und dessen Badius M^P ist. Dieser Kreisbogen, welcher 
mit dem Bogenelemente der Curve (P) zusammenfällt, schneidet die 
Tangente Jf'P des Punktes M rechtwinklig. Damit die bewegliche 
Gerade in die Lage einer dritten Tangente gelange, muss sie sich 
in der Schmiegungsebene des folgenden Punktes M^ um den Punkt üf " 
drehen und dabei beschreibt der Punkt P' den Kreisbogen P^P^^ 
vom Radius M^^P^ um den Punkt M^^ als Mittelpunkt und dieser 
Kreisbogen steht senkrecht auf der Tangente M"P' des Punktes M' u.s.f. 

Die Tangenten der Curve MM'M^\ . . sind also Normalen der 
Curve PP^P"... 

Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Radien dieser Kreis- 
bogen, d. h. die Differenz der Entfernungen zweier aufeinander- 
folgender Punkte P, P' der Curve (P) von den ihnen entsprechenden 
Punkten M\ j3f " der ursprünglichen Curve ist gleich dem zwischen- 
liegenden Bogenelemente dieser, nämlich: 

jf''p'-M'P=ilf'Jl£", 
ebenso M^^^P^' — M" P' = ilf " M'" 

u. s. f. 

Es ändert sich folglich die Entfernung der entsprechenden Punkte 
beider Curven immer um das Bogenelement der Curve MM^M^' . . . 
Durch Addition einer Reihe von Gleichungen der Art ergiebt sich 
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daher, dass die Differenz der Entfemnngen irgend zweier Punkte 
P, Q der Curve P von den ihnen entsprechenden Punkten Jf, N 
der Curve M gleich dem zwischenliegenden Bogen MN der letzteren 
Curve ist. 

Es möge die Curve (ilf) keinen Bückkehrpunkt und keine Bückkehr- 
tangente haben. Bewegt sich alsdann die Tangente so, dass die 
Entfernung MP immer wächst, so nimmt sie ab, wenn sich diese 
im entgegengesetzten Sinne bewegt. Daher nähert sich dann der 
Punkt P immer mehr dem Punkte M und fällt auch an einer Stelle 
Mq mit ihm zusammen. Der Funkt Mq ist derjenige, von welchem 
ab gerechnet der Bogen MqM gleich dem Badius MF des Punktes P 
ist. Im Punkte Mq schneidet die Curve P die Curve (M) nicht, be- 
rührt sie auch nicht, sondern bildet eine Spitze und biegt sich 
von dieser aus nach der andern Seite hin ab, um sich immer 
weiter und weiter von der Curve (M) zu entfernen. Da dies 
offenbar von allen Curven (P) und allen Punkten M gilt, so erhellt, 
dass die sämmtlichen Curven (P) auf der Tangentenfläche eine Schaar 
Linien bilden, welche mit der Curve (M) je einen Punkt gemein 
haben, von welchem aus sie nach entgegengesetzten Seiten auf der 
Fläche verlaufen. 

Da die Differenz zweier Badien MP immer gleich der Länge 
des zwischenliegenden Bogens der Curve (M) ist, so ist der grössere 
von ihnen gleich der Summe des kleineren und dieses Bogens. 
Befestigt man daher im Berührungspunkte des grösseren Badius 
eine biegsame Linie (einen Faden) von einer Länge gleich dieser 
Summe und biegt ihn allmählich so über die Curve (M) hin, dass das 
j&eie Ende immer die Bichtung der Tangente an die Curve hat, so 
beschreibt der Endpunkt dieser Linie einen Theil der Curve (P). 
Dasselbe geschieht im umgekehrten Sinne, wenn man den Faden erst 
über die Curve M hinbiegt und darauf nach und nach so ablöst, 
dass das freie Endstück desselben immer Tangente an dieselbe bleibt. 
Weil bei diesem letzteren Vorgange die Curve (M) durch den Faden 
abgewickelt wird und die Curve P diese Abwickelung gewisser- 
massen ausführt, so heisst die Curve P eine Evolvente oder auch 
zum Unterschiede von einer andern Art von Abwickelungscurven, 
eine Filarevolvente der Curve {M), 

Eine Curve hat soviel Filarevolventen, als eine ihrer 
Tangenten Punkte hat; alle liegen auf der Tangenten- 
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fläche und schneiden dieTangenten sämmtlich unter rechten 
Winkeln. Sie bilden also das System der orthogonalen 
Trajectorien der Tangenten. 

Die Tangentenfläche ist also zugleich die Evolventenfläche. 
Wickelt man sie ab, so gehen die Curven (iEf ) und alle ihre Evolventen 
in ebene Curven über; die letzteren bleiben aber auch dann noch 
Evolventen der ersteren. 

§ 2. Contingenzwinkel der Filarevolventen. Es seien 

P, P' P" (Fig. 16) drei aufeinanderfolgende Punkte einer Filar- 

evolvente der Curve MM^M'\ . ., Pikf, P'M\ P'^M^\ die durch 

FigiQ^ sie hindurchgehenden Tangenten von 

MM^M"... und mithin M\ M" 
die beiden Punkte, aus welchen die 
Bogenelemente PP\P^P^^ der Evol- 
vente beschrieben sind. Da die Tan- 
genten PT, P' T' in den Punkten P, P' 
der Evolvente in die Schmiegungs- 
ebenen PM'P\ P'M"P'* der Curve (M) 
fallen und senkrecht zu deren Tan- 
genten PM^ P^M' sind, so sind sie 
parallel den Hauptnormalen dieser 
Curve in M und M^ und bilden folglich 
den Winkel dk dieser Hauptnormalen. Ihr Winkel ist aber der 
Contingenzwinkel TPT' der Evolvente. Daher: 

Der Contingenzwinkel dx^ einer Evolvente (P). der 
Curve (M) ist gleich dem Winkel dh der ganzen Krüm- 
mung von {M) in dem Punkte M^ welcher mit dem Punkte P 
der Evolvente auf der Tangente von M liegt. Alle Evol- 
venten haben in ihrem Schnittpunkte mit einer Tangente 
von (M) denselben Contingenzwinkel dr^^^ dk, 

§3. Krümmungsaxe der Evolvente. Die Normalebenen der 
Evolvente (P) in den aufeinanderfolgenden Punkten P, P' stehen 
senkrecht auf den Tangenten PT, P' T\ und da diese in den 
Schmiegungsebenen von M, M' liegen, so stehen sie senkrecht auf 
diesen Ebenen, und da sie durch die Tangenten PM^ P^M^ hindurch- 
gehen, so sind sie die rectificirenden Ebenen in Jf, -M"'. Die recti- 
ficirenden Ebenen schneiden sich in der rectificirenden Geraden; die 
Normalebenen in der Krümmungsaxe. Daher also: 
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Die Erümmungsaze der Evolvente im Punkte P, der 
auf der Tangente FM im Funkte M der ursprünglichen 
Curve liegt, ist die rectificirende Gerade der letzteren 
in M und diese Erümmungsaxe ist allen Funkten P der- 
selben Tangente FM gemeinschaftlich. Die Schaar aller 
Evolventen einer Curve hat eine gemeinschaftliche Fläche 
der Erümmungsazen und sie ist die rectificirende Fläche 
der Curve. 

Der Erümmungsmittelpunkt der Evolvente in P ist 
der Fusspunkt E des von P auf die rectificirende Gerade 
gefällten Ferpendikels FE, 

Die Schmiegungsebene der Evolvente in P steht senk- 
recht auf der rectificirenden Geraden und ist mithin 
parallel der Ebene der ganzen Erümmung der ursprüng- 
lichen Curve in M. 

Die hier entwickelten Resultate sind bereits in Cap.II, § 13 in 
veränderter Bücksicht zu Tage getreten. 

§ 4. Der Schmiegungswinkel der Evolvente. Da die 
Schmiegungsebene der Evolvente in P senkrecht steht auf der recti- 
ficirendei^ Geraden der ursprünglichen Curve in üf, so bilden zwei 
Schmiegungsebenen^ die unmittelbar aufeinanderfolgen, denselben 
Winkel d<s^ mit einander, den die entsprechenden rectificirenden Geraden 
mit einander bilden. Nun bildet die rectificirende Gerade mit der 

Tangente der Curve den Winkel H^ wofür tgH = — (s. Cap. II, § 13), 

und bildet die folgende rectificirende Gerade mit der folgenden 
Tangente den Winkel H + dH und sind die Winkel FM^E und 
F^M^E einander gleich und gleich IT, daher schneiden sich die 
beiden rectificirenden Geraden unter dem Winkel dH und erhält 
man den Satz: 

Der Schmiegungswinkel da^ einer Evolvente ist der 
Contingenzwinkel der Gratlinie der rectificirenden Fläche 
und gleich dem Differentiale des Winkels Jff, welchen die 
rectificirende Gerade mit der Tangente bildet. 

Die Beziehungen der Evolventen zur rectificirenden Fläche 
werden wir im folgenden Capitel als Beziehungen der ursprünglichen 
Curve zut Fläche ihrer Evoluten wiederfinden. 
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§ 5. Andere Ableitung der Besultate von §§ 2, 3? 4. Be- 
schreibt man (Fig. 17) um P' mit der Einheit als Badius eine 
Kugelfläche, so bestimmen die Tangenten FT^F^T^ der Evolvente 
PF*P*\ . . und die Tangente P^M' der ursprünglichen Curve 
MM'M^\ . . auf ihr ein unendlich schmales sphärisches Dreieck 
TT'ä, in welchem die Seite TT' den Contingenzwinkel dt^ der Evol- 
vente und die beiden andern Seiten TS und T'Ä die Winkel 

TP'S ^^7t + dr und T^P^S = ^n darstellen, wo dt der Contin- 

genzwinkel PM^ P der Curve MM^M" , . . ist. Der verschwindende 

Fig. 17. Winkel S dieses Dreiecks ist der 

von den beiden Schmiegungs- 
ebenen PM'P^ und PM^'P^ 
^T" gebildete Schmiegungswinkel da 

"^^ "7^ derselben. Fällt man von der 

ft/T^ \ / Ecke T' auf die gegenüber- 

liegende Seite TS das sphäri- 
sche Perpendikel T'§, so wird 

QS^T'S=^7t, 
&:^^^^!-.- TQ = dr, 

T'Q = dö 

und liefert das unendlich kleine 
Dreieck TQT^ daher 

/ ' dil = dx^+ da^, 

und da nach dem Lancret'schen Satze dz^-{- da^= dk^ ist, so folgt, 
dass der Contingenzwinkel der Evolvente dt^= dJc ist. 

Weiter folgt aus demselben Dreieck TQT' für den Winkel 
T'TQ = i^ welchen die Schmiegungsebene TPT' der Evolvente mit 
der Schmiegungsebene TPM^ der Curve MM^M'' . . . bildet: 

tgi = T^Q:TQ^d0:dx 

oder, wenn man hiermit das Bogenelement MM'= ds dieser Curve 




verbindet: 



tgi== 



ds ds 
dx ' de 



Q : r. 



Nun war für den Winkel, welchen die rectificirende Gerade mit der 
Tangente der Curve MM^ M^^ . . . bildet: fgH = r: q. Daher er- 
gänzen sich i und H zu —tc. Zugleich ist i der Neigungswinkel 
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der Tangente JPM^ gegen die Schmiegungsebene der Evolvente. 
Denn fällt man von S auf TT' ein sphärisches Perpendikel A;, so 

vyird sinX ^= sin [-^n -\- dx) » sin i >= sin i. Hieraus erkennt man, 

dass die Tangente PT der Evolvente die Picgection der Tangente 
PM auf die Schmiegungsebene der Evolvente ist und die Schmie- 
gungsebene der Evolvente auf der rectificirenden Geraden ME senk- 
recht steht. 

Endlich, wenn T^ T^' die auf TT^ folgende Schmiegungsebene 
fpiptijifi ^gj. Evolvente bezeichnet, welche mit der Schmiegungs- 
ebene T'S der Curve MM^M" in M' den Winkel i + di bildet, 
so wird T"T'r der Schmiegungswinkel da^ der Evolvente sein. Ist 
nun a der Winkel TT'Q des unendlich kleinen rechtwinkligen 

Dreiecks, also i -f a = ^tt und ß der Winkel ST'r^ welchen die 

zweite Schmiegungsebene der Curve MM'M'^ (in Jlf') mit der 
ersten Schmiegungsebene TP'T' der Evolvente bildet, so wird 

d^i= ß -^ (} + ^*j ^ßd zugleich weil Winkel QT^S = —n ist, 

a + ß ^ —7t. Daher ist |3 — i = und da^ = — di und also wegen 
t» 

i + IT = — TT endlich düy = dH, 

§ 6. Krümmungshalbmesser der Evolvente. Bezeichnet 
man die Länge MP mit p, so ist das Bogenelement PP^=^ ds^ 
gegeben durch die Gleichung: 

(25j = J9 . dt 

und der Krümmungshalbmesser der Evolvente: 

ds. dt , B 

Hieraus folgt, dass die Krümmungshalbmesser der Filar- 
evolventen in den Punkten, in welchen sie dieselbe Tangente der 
primitiven Curve schneiden, um so grösser sind, je weiter diese 
Punkte von der Curve M abstehen. Die Evolventen werden mithin 
um so flacher, je weiter sie sich auf der Tangentenfläche von der 
Curve entfernen. Für p = q wird ^^= J?, wie Cap. II, § 13, bereits 
gefunden wurde. 

Aus der Gleichang Qi=^ p , cosi folgt, dass Qi die Projection 
von p auf die Schmiegungsebene von P oder, was dasselbe ist, dass 
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der Punkt M^ (oder in der Grenze M) in einem im Krümmnngs- 
mittelpnnkte auf der Schmiegongsebene der Corve P errichteten 
Perpendikel liegt (§ 3). 

§ 7. Krümmungslinien der Tangentenfläche. Die Filar- 
evolventen bilden das eine System von Krümmungslinien auf der 
Fläche der Tangenten, nämlich das System der Linien stärkster 
Krümmung, da sie senkrecht sind zu dem System der geraden 
Erzeugungslinien der Fläche, welche das System der Linien 
schwächster Krümmung bilden. Daher schneiden sich die Normalen 
der Tangentenfläche längs einer Filarevolvente und bilden eine 
abwickelbare Fläche. Diese Normalen sind aber nicht die Haupt- 
normalen der Evolvente, weil deren Schmiegungsebene nicht senk- 
recht steht auf der Schmiegungsebene der primitiven Carve, sondern 
auf der rectiflcirenden Geraden derselben. Solcher abwickelbaren 
Normalflächen giebt es so viele, aJs es Evolventen giebt; ihre Grat- 
linien bilden eine Fläche^ welche der Ort der Krümmungsmittel- 
punkte der ebenen Normalschnitte der Tangentenfläche ist. Alle 
diese Gratlinien haben zum Contingenzwinkel den Schmiegungs- 
winkel der primitiven Curve, da ihre Tangenten senkrecht zu den 
Schmiegungsebenen dieser sind und zum Schmiegungswinkel deren 
Contingenzwinkel, da ihre Schmiegungsebenen senkrecht zu den Tan- 
genten der primitiven Curve sind. Die Normalen der Tangenten- 
fläche längs einer Filarevolvente schneiden sich auf der rectiflcirenden 
Fläche und ist diese der Ort der Ejümmungsmittelpunkte aller 
Normalschnitte der Tangentenfläche, welche zu den Tangenten senk- 
recht sind. Die rectiflcirende Fläche enthält auch die Curven der 
Krümmungsmittelpunkte aller Filarevolventen. 

§ 8. Planevolventen. Lässt man eine Ebene so an einer 
Curve hingleiten, dass sie immer Schmiegungsebene derselben bleibt, 
so beschreibt jeder ihrer Punkte P eine gewisse Curve, welche die 
Schmiegungsebenen sämmtlich unter rechten Winkeln schneidet. 
Denn wenn die bewegliche Ebene die Lage der Schmiegungsebene 
des Punktes M hat, so geht sie noch durch zwei folgende Punkte 
M\ itf ''; soll sie nun in die Lage der Schmiegungsebene des fol- 
genden Punktes M^ gelangen, welche durch M\ M^\ M^" geht, so 
muss sie sich um die gemeinschaftliche Durchschnittslinie beider 
Ebenen, nämlich um die Tangente M'M'^ des Punktes M* und 
zwar um den Schmiegungswinkel da des Punktes M drehen. Bei 



— 47 — 

dieser Bewegimg beschreibt der Punkt P den unendlich kleinen 
Kreisbogen FP um einen gewissen Punkt C in dieser Tangente, 
den man erhält, wenn man yon P oder P' auf die Tangente ein 
Perpendikel PC = P'C fäUt. Die Ebene FCF^ dieses Kreisbogens 
steht senkrecht auf der Tangente M^M^^ und mithin auch auf der 
Schmiegungsebene MM^M'* des Punktes M, welche durch diese 
Tangente hindurch geht und das Bogenelement PP' ist senkrecht 
zum Radius PC, mithin ebenfalls senkrecht zur Schmiegungsebene, 
d.h. die Schmiegungsebene ist die Normalebene im Punkte P. Soll 
die bewegliche Ebene in die Lage der Schmiegungsebene der Punkte 
M^\ M^*\ N^^, . . . gelangen, so muss sie sich nach und nach um die 
Tangenten dieser Punkte drehen, der Punkt P beschreibt alsdann die 
Bogenelemente P'P^', P'^P'", P^^^P^v^ ... um die Punkte C, C"C"',. • • 
in jenen Tangenten und die Schmiegungsebenen der Punkte 
M\ M^\M^\ . . . sind die Normalebenen der Curve P in den Punkten 

■pf jyft •ptlt 

Hieraus erhellt, dass die Curve (P) die Schmiegungsebenen 
der Curve {M) rechtwinklig schneidet, dass die Punkte 0, 
aus welchen ihre Bogenelemente als Kreisbogen be- 
schrieben wurden, ihre Krümmungsmittelpunkte und die 
Eadien dieser Kreisbogen, nämlich die Perpendikel PC 
ihre Hauptnormalen und Krümmungshalbmesser sind; femer 
dass die Winkel PCP^ welche auch von den Tangenten in P 
und P' gebildet werden, d. h. die Contingenzwinkel der 
Curve (P) gleich den Schmiegungswinkeln da der Curve {J\/t) 
sind, dass die Schmiegungswinkel der Curve P gleich den 
Contingenzwinkeln dx der Curve M sind, weil die Schmie- 
gungsebenen, wie PCP^ senkrecht auf den Tangenten dieser Curve 
stehen, sowie endlich, dass die Krümmungsaxen der Curve (P) 
identisch mit den Tangenten von (itf) sind. 

Die Curven (P) heissen Planevolventen der Curve Jtf*,* da 
die Curve M bei ihrer Erzeugung gewissermassen durch die be- 
wegliche Schmiegungsebene abgewickelt wird. Eine Curve hat 
so viele Planevolventen, als Punkte in einer ihrer Schmiegungs- 
ebenen sind; alle zusammen bilden das System der orthogonalen 
Trajectorien der Schmiegungsebenen. Eine Planevolvente kann 
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aber niemals zugleich Filarevolvente und eine Filar- 
evolvente niemals zugleich Planevolvente derselben 
Curve sein. Denn die Punkte einer Filarevolvente liegen in den 
Tangenten. Nimmt man nun auch einen Punkt in einer Tangente 
an, so gelangt diese Tangente durch Drehung der Schmiegungsebene 
um die folgende Tangente nicht in die Lage dieser, also jener 
Punkt auch nicht auf die zweite Tangente, was ftir die Erzeugung 
einer Filarevolvente erforderlich ist. Ebenso gelangt der Punkt 
einer Filarevolvente, während er deren Bogenelement beschreibt, 
nicht in die folgende Schmiegungsebene, sondern bleibt in der ersten 
Schmiegungsebene, kann also diese erste Schmiegtmgsebene nicht 
rechtwinklig schneiden, was zur Erzeugung einer Planevolvente 
nothwendig ist. 

Dagegen sind die Filarevolventen (P) einer Curve (Jlf ) Plan- 
evolventen der Gratlinie der rectificirenden Fläche dieser Curve. 
Denn die Schmiegungsebenen dieser Gratlinie sind die rectificirenden 
Ebenen von (M) und Normalebenen von (P). Wir werden bei der 
Behandlung der Fläche der Erümmungsaxen und der rectificirenden 
Fläche einer Curve hierauf zurückkommen. 



IV. Capitel. 

Die Fläche der Normalebenen oder der Krttmmungsaxen 

und die Evolaten. 

§ 1. Die Fläche der Normalebenen oder der Erüm- 
mungsaxen. Die Normalebenen einer Beihe aufeinanderfolgender 
Punkte Mj M\ M^\ . . . einer Curve schneiden sich nach Cap. I, § 7 
und Cap. II, §5 in einer Folge Gerader äj, 1c\ fc", . . ., welche auf 
den Schmiegungsebenen dieser Punkte in den Erümmungsmittel- 
punkten C, C\ C". . . derselben senkrecht stehen und die Erüm- 
mungsaxen heissen. Diese schneiden sich selbst aufeinanderfolgend 
in den Punkten K^ K\ K}\ . . . der Gratlinie der Fläche der Erüm- 
mungsaxen, deren Erzeugungslinien sie sind, und berühren in ihnen 
diese Curve K. Die Normalebenen der Punkte M sind Tangenten- 
ebenen dieser Fläche längs den Erümmungsaxen Tc und Schmiegungs- 
ebenen in den Punkten K der Gratlinie, in denen diese von den 
Erümmungsaxen berührt wird. 
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Der Krümmungsmittelpunkt C steht von drei aufeinander- 
folgenden Punkten Jf, M\ 31" gleichweit ab. Aus ihm können daher 
die beiden Bogenelemente MM\ M^ M" beschrieben werden, sobald 
die Schmiegungsebene von M gegeben ist. Da die Erünunungsaxe 
im Mittelpunkt des Krümmungskreises auf dessen Ebene senkrecht 
steht, so ist jeder ihrer Punkte G Mittelpunkt eines geraden Kegels, 
dessen Flüche durch den Kriunmungskreis geht, und daher steht 
dieser Punkt von allen Punkten des Krümmungskreises, insbesondere 
also auch von den drei Punkten Ji, M\ M" gleichweit ab, welche 
dieser mit der Curve gemein hat. Daher können auch aus G mit 
GM als Radius die beiden Elemente MM\ M' M^' beschrieben 
werden. Bei dieser Beschreibung dreht sich die Ebene des recht- 
winkligen Dreiecks G CM um die Krümmungsaxe um, seine Hypotenuse 
GM beschreibt zwei Elemente jener Kegelfläche, seine Kathete ein 
unendlich kleines Stück der Schmiegungsebene. Ist die Schmiegungs- 
ebene nicht gegeben, so kann der beschreibende Punkt M dadurch 
genöthigt werden, sich in ihr zu bewegen, dass man auf der 
Krümmungsaxe ausser G noch einen zweiten Punkt G' annimmt 
und das Dreieck GMG' sich um die Krümmungsaxe umdrehen lässt, 
während seine Seiten unveränderlich bleiben. 

§ 2. Die Evoluten. Die Krümmungsaxe k ist der Durch- 
schnitt der Normalebenen der Punkte M und -3f', die folgende 
Krümmungsaxe k' ebenso der Durchschnitt der Normalebenen von 
M^ und Jf"; beide Krümmungsaxen liegen in der Normalebene des 
Punktes M\ Zieht man daher in dieser Normalebene von Jf ' nach 
irgend einem Punkt G der Krümmungsaxe k die Gerade M'G, so 
trifft sie die folgende £j*ümmungsaxe k' in einem Punkte 6r'; zieht 
man hierauf in der Normalebene des folgenden Punktes M" die 
Gerade M" G\ so trifft sie ebenso die Krümmungsaxe Ä;" in einem 
Punkte G^". Ebenso schneidet M"^ G" die Krümmungsaxe fc'" in G^'"u.s.f. 
Hierdurch erhält man auf der Fläche der Krümmungsaxe eine Curve 
GG'G"..., deren Tangenten M' G , M'^ G\ M'" G" durch die 
Punkte der Curve (Jf) hindurch gehen und die Tangenten dieser, 
da sie in deren Normalebenen liegen, rechtwinklig schneiden. 
Daher ist die Curve (^M) nach Cap. III, § 3 eine Filarevolvente 
der Curve (G) und wird also von iem. Punkte M einer beweglichen 
Geraden beschrieben, welche über die Curve (6r) hingleitet und 
sie fortwährend berührt. Die Curve (6r) heisst, weil sie durch die 

Schell, Theorie d. Cnrven. 2. Aufl. 4 
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Cnrve (3£) gewiaserm aasen abgewickelt wird, eine Evolute (FUar- 
evolute) der Carve (M). 

§ 3. Die Evolute als kürzeste Linie der Flache der 
KrüramungBaien. Die Ebene M'G'M" (Fig. 18) ist die Schmiegnogs- 
ebene der Evolute im Punkte G; da sie durch die Tangente der Cnrve 
(JU) geht, so steht sie senkrecht auf deren Normalebene oder was 
dasselbe ist, auf der Tangenten ebene der Flache der Erümmnngsasen 
oder der Schmiegangsebene von deren Gratlinie {K). Daher ist die 




M 

Normalebene von Jlf die rectificirende Ebene der Evolute 
und folglich die Fläche der Krflmmungsaxen ihre recti- 
ficirende Fläche. Die Krümmangaaxen sind mithin die 
rectificirenden Geraden der Evolnte. Wickelt man die F^he 
der Krümmongsaxen und damit zugleich die Evolute ab, indem man 
jede Normalebene der Ourve (M) um die Erflmmungsaxe dreht, bis 
sie mit der folgenden Normalebene zusammenßQlt, so ftillt bei diesem 
Vorgange jede Tangente der Evolute mit der folgenden Tangente 
zusammen, weil der beschreibende Pnnkt M nach und nach mit 
allen Paukten der Curve (Jlf) coincidirt, daher fallen sehliessUch alle 
Tangenten der Evolute in eine Gerade zusammen, in welche die 
Evolute selbst übergeht und welche auf der abgewickelten Fläche 
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der Krümraungsaxen liegt. EQeraos folgt, dass die Evolute 
eine kürzeste Linie auf der Fläche der Erümmungsaxen 
ist* (S.Cap.II, §2.) 

§ 4. Die Evolntenfläche. Die Gerade J!tf'6r, welche wir 
zuerst zogen und welche die Anfangstangente der Evolute bildete, 
war nach einem beliebigen Punkte 6r der Erümmungsaxe gerichtet; 
sobald sie aber construirt war, war damit auch der weitere Verlauf 
der Evolute vollständig bestimmt. Hieraus folgt, dass jede Curve 
unendlich viele Evoluten hat, welche auf der Fläche der Krümmungs- 
axen liegen. Daher also der Satz: 

Die Fläche der Erümmungsaxen der Curve (M) ist der 
Ort aller Evoluten dieser Curve, sowie die Tangenten- 
fläche der Ort aller ihrer Evolventen ist. Daher heisst sie 
auch die Evolutenfläche der Curve. Diese Fläche ist gemein- 
schaftliche rectificirende Fläche aller Evoluten. 

Durch jeden Punkt der Evolutenfläche giebt es eine 
aber nur eine einzige Evolute. Denn legt man durch diesen 
Funkt die Tangentenebene an die Evolutenfläche, so schneidet sie 
die Curve (3t) in einem Punkte, in welchem sie Normalebene dieser 

* Die kürzesten Linien oder geodätischen Linien auf krummen Flächen 
besitzen allgemein die Eigenschaft, dass ihre Schmiegung s ebenen 
durch die Normalen der Fläche gehen, also Normalebenen der 
Fläche und folglich die Normalen der Fläche in den Punkten 
dieser Curven deren Hauptnormalen sind. Um diese Eigenschaft 
elementar zu beweisen, betrachte man zunächst irgend zwei Ebenen, 
E, E\ welche sich in einer Geraden d schneiden, und nehme in ihnen zwei 
Punkte A^ A' an. Zieht man von A nach einem Punkt C der Durch- 
schnittslinie d und von da nach Ä gerade Linien, so sieht man leicht, 
dass die Summe AC-\^CA' am kleinsten wird, wenn man den Punkt C 
so wählt, dass die Winkel, welche AC und CA' mit den entgegengesetzten 
Richtungen von d bilden, gleich werden oder was dasselbe ist, die Winkel, 
welche sie mit derselben Richtung von d bilden, sich zu 180 ® ergänzen. Denn 
dreht man die eine von beiden Ebenen {E') um ihre Durchschnittslinie d 
so lange um, bis ihr Winkel verschwindet und zwar nach der Richtung, 
dass alsdann A und A! auf entgegengesetzten Seiten der Durchschnittslinie 
in der festen Ebene liegen, so bleiben dabei die Strecken AC und CA^ 
unverändert, also auch ihre Summe; diese aber ist am kleinsten, wenn 
AC und CA' in eine gerade Linie fallen. Gesetzt nun, es war der Winkel 
beider Ebenen unendlich klein, so beschreibt der Punkt -1', wenn man 
die Ebene E' durch Drehung um diesen unendlich kleinen Winkel in 
ihre ursprüngliche Lage zurückbringt, einen unendlich kleinen Kreisbogen 

4* 
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Curve ist Verbindet man diesen Punkt mit jenem, so ist die Ver- 
bindungslinie die Tangente der Evolute, welche durch jenen Punkt 
hindurchgeht. Diese Evolute ist aber durch ihre Tangente voll- 
ständig und unzweideutig bestimmt. 

Auf der Fläche der Krümmungsaxen liegen auch die Curven 
(JK) und ((7), die Gratlinie der Fläche und die Curve der Krümmungs- 
mittelpunkte. Keine von beiden ist eine Evolute. Damit nämlich 
eine Curve dieser Fläche Evolute einer andern Curve (M) sei, müssen 
ihre Tangenten in den Normalebenen dieser liegen und die Curve (Jf) 
schneiden. Die erste dieser Bedingungen ist zwar für jede der 
beiden Curven erfüllt, nicht aber die zweite. Denn die Tangenten 
der Curve (K) sind die Krümmungsaxen und diese liegen in den 
Normalebenen der Curve (-M), gehen aber durch die Krümmungs- 
mittelpunkte und nicht durch die Punkte der Curve selbst. Die 
Tangenten der Curve (C) sind die Verbindungslinien der aufeinander- 
folgenden Krümmungsmittelpunkte (7, C\ 0", . . und da diese Punkte 
in den Krümmungsaxen liegen und je zwei aufeinanderfolgende Krüm- 
mungsaxen in je eine Normalebene der Curve M fallen, so liegen 
auch die Tangenten dieser Curve in den Normalebenen von (Jf). 
Allein sie gehen nicht durch die Punkte dieser Curve selbst, weil 
sie sonst mit den Hauptnormalen zusammenfallen müssten, die sich 
nicht schneiden und also auch nicht Tangenten an eine Curve sein 

Ä'Ä'\ um einen Punkt in der Geraden d, den man findet, indem man 
von A' ein Perpendikel auf d fällt. Die Ebene dieses Kreisbogens steht 
senkrecht auf der Rotationsaxe d und da die Tangente desselben auf dem 
Radius senkrecht steht, so steht diese Linie senkrecht auf der Ebene E 
und ist also parallel der Normalen, die man in A auf der Ebene E er- 
richten kann. Da die Tangente aber die Richtung des unendlich kleinen 
Kreisbogens hat, so fällt sie in die Ebene A'CA" oder also in die Ebene 
der Geraden AG, CA". In diese Ebene fällt also auch die in A errichtete 
Normale der Fläche E. Sind nun die Ebenen E, E' zwei Tangenten- 
ebenen einer krummen Fläche in zwei unendlich nahen Punkten, so geht 
die Normale von E in A in die Normale der Fläche und die Ebene ACA'' 
in die Schmiegungsebene einer kürzesten Linie zwischen zwei unendlich 
nahen Punkten über. Die kürzeste Linie zwischen zwei endlich ent- 
fernten Punkten muss aber ihren Charakter auch zwischen zwei unendlich 
nahen Punkten bewahren und daher folgt der obige Satz. Es ergiebt sich 
noch weiter: Ist eine Curve geodätische Linie auf einer Fläche, 
so ist sie auch geodätische Linie auf allen Flächen, welche 
diese Fläche längs der Curve berühren; denn die Hauptnormalen 
der Curven sind Normalen aller dieser Flächen. 
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können. Nur dann, wenn die Curve (ilf) eben ist, schneiden sicli die 
Hauptnormalen und berühren die Curve (0). Nur dann also ist diese 
Curve eine Evolute, und zwar diejenige, welche in der Ebene der 
Curve selbst liegt. 

§5. Planevolute. In Bezug auf die Curve (Z) ist die Curve (iMT) 
eine Planevolvente (Cap. III, § 8). Wenn nämlich ihre Schmiegungs- 
ebene an ihr hingleitet, so beschreibt einer ihrer Punkte die Curve 
(JJf), weil diese Curve die sämmtlichen Schmiögungsebenen recht- 
winklig schneidet. Daher kann die Curve (K) in diesem Sinne eine 
Planevolute der Curve (M) genannt werden, zum Unterschiede von 
allen andern Evoluten derselben, welche Filarevoluten sind. 

Jede Curve (M) hat unendlich viele Filarevolventen und 
unendlich viele Filarevoluten. Erstere erfüllen die Fläche der Tan- 
genten, letztere die Fläche der Krümmüngsaxen; jene sind orthogonale 
Trajectorien der Tangenten, diese kürzeste Linien der Fläche der 
Krümmüngsaxen. Jede Evolvente von {M) hat unendlich viele 
Evoluten und diese erfüllen die rectificirende Fläche von (M) und 
diese rectificirende Fläche ist gemeinsame Evolutenfläche für alle 
Evolventen. Jede Evolute von (M) hat unzählige Evolventen, von 
denen (Jf) eine einzelne ist; alle bilden zusammen ein System von 
Parallelcurven zu {M). 

Jede Curve (Jf) ist eine Planevolvente der Gratlinie ihrer 
Fläche der Krümmüngsaxen. Diese Gratlinie hat unendlich viele 
Planevolventen, welche das ebengenannte System der Parallelcurven 
zu (M) bilden. Jede Evolvente von (M) ist eine Planevolvente 
der Gratlinie der rectificirenden Fläche von (M), 

Dieselbe Abhängigkeit, welche zwischen einer Curve und ihrer 
Fläche der Krümmüngsaxen besteht, besteht zwischen jeder ihrer 
Evolventen und der rectificirenden Fläche, denn diese ist die Fläche 
der Krümmüngsaxen oder die Evolutenfläche für sie. 

§ 6. Specielle Fälle der Evolutenfläche. Ist die Curve 
(Jkf) eben, so ist ihre Evolutenfläche nach Cap. I, §11 ein Cylinder, 
dessen Erzeugungslinien senkrecht zur Ebene der Curve sind. Sie 
hat dann eine ebene Evolute, nämlich die Curve der Krümmungs- 
mittelpunkte, welche der Durchschnitt des Cylinders mit ihrer Ebene 
ist. Alle andern Evoluten sind Curven doppelter Krümmung. 

Ist die Curve sphärisch, so ist ihre Evolutenfläche ein Kegel, 
dessen Mittelpunkt in den Kugelmittelpunkt fallt. Keine ihrer 
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Evoluten ist eben. Ist die Curve weder eben noch sphärisch, so ist 
die Evolutenfläche eine allgemeine abwickelbare Fläche. Eine Ojlinder- 
fläche kann nur für ebene, eine Eegelfläche nur für sphärische Curven 
Evolutenfläche sein. In besonders ausgezeichneten Punkten kann 
aber eine Curve ebene oder sphärische Beschaffenheit haben; ist 
dies der Fall, so spricht sich diese Eigenschaft in der Natur ihrer 
Evolutenfläche aus. 

§ 7. Monge's Fadenconstruction. Bei der Abwickelung 
der Evolute beschreibt ein gewisser Punkt ihrer Tangente (des Fadens) 
die Curve (Jtf). Um die Bewegung des Fadens zu reguliren, wickelt 
Monge gleichzeitig zwei Evoluten ab,* der Durchschnitt ihrer Tan- 
genten (der Knoten, in welchem die Fäden verknüpft sind) beschreibt 
die Curve. Ist also die Evolutenfläche gegeben, so kann man einen 
Punkt mechanisch nöthigen, die Curve (JUt) zu beschreiben, indem man 
zwei Fäden frei über die Fläche hinspannt und sie in einen Knoten 
zusam menbindet. 

§ 8. Gruppirung der Evoluten auf der Evolutenfläche. 
Alle Evoluten ein und derselben Curve (M) unterscheiden sich durch 

die Lage der Tangente M'G von 
einander. Die Lage dieser Geraden 
ist durch den Winkel ÖJf 'C(Fig.l9), 
den sie mit der Schmiegungsebene 
des Punktes M oder, was dasselbe 
ist, mit dem Krümmungshalbmesser 
MC (oder M'C) bildet, oder auch 
durch dessen Complement, nämlich 
den Winkel 

den sie mit der Krümmungsaxe 
des Punktes M bildet, bestimmt, 
wenn noch die Seite der Schmie- 
gungsebene von M bekannt ist^ 
auf welcher G liegt. Ist letztere 
' nicht bestimmt, so giebt es zwei 
Evoluten, deren Tangenten M^G^ M^g^ die Krümmungsaxe auf ent- 
gegengesetzten Seiten der Schmiegungsebene in gleichem Abstand 



Fig. 19. 




Monge, Application etc. S. 416. 
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vom Erümmungsmittelpunkte anter demselben Winkel d^ schneiden. 
Die Evoluten sind daher um die Curve der Krümmungsmittelpunkte 
symmetrisch gruppirt, SQdass sie paarweise rechts und links von 
dieser mit derselben Krümmungsaxe gleiche Winkel bilden. 

§ 9. Neigung der Evolute gegen die Krümmungsaxe. 
Um zu sehen, wie der Winkel & = M^GC sich ändert, welchen die 
Evolute mit der Krümmungsaxe bildet, hatmanWinkelJlf "G^'C^-^+tiO. 
Da aber die Krümmungsaxe C^K^ Axe eines geraden Kegels ist (§ 1), 
dessen Mittelpunkt G^ ist und welcher durch die drei Punkte 
M\M^\M^^^ geht, so ist M'G'G^=^ M''&C^^ ^ + d^, mithin die 
gesuchte Aenderung ^^^ _ j^^^,^i _ ^r^^ 

Aus dem Dreieck GKG' folgt aber, dass diese Differenz gleich 
dem Winkel GKG^ ist, den die beiden Krümmungsaxen CiTund C^K^ 
mit einander bilden. Dieser ist aber der Schmiegungswinkel da der 
Curve (M\ daher ist also ^%. = ß.^ 
das heisst: 

Die Aenderung des Winkels 0, welchen eine Evolute 
mit der Krümmungsaxe bildet, ist gleich dem Schmiegungs- 
winkel d(5 der primitiven Curve. 

Ist die Curve eben, so ist da = d^ = 0'^ in diesem Falle ist 
die Evolutenfläche ein Cylinder und es bildet die Evolute mit dessen 
Erzeugungslinien einen constanten Winkel. Eine Curve, welche auf 
einem Cylinder liegt und dessen Erzeugungslinien unter constantem 
Winkel schneidet, heisst eine Helix oder Schneckenlinie oder auch 
Schraubenlinie des Cylinders. Die Evoluten ebener Curven sind also 
sämmtlich Helixe. 

Da der Winkel -ö* immer um den Schmiegungswinkel da zxi- oder 

abnimmt, so folgt, dass er einmal den Werth -^ erreicht. Tritt dies 

ein, so steht die Tangente der Evolute senkrecht auf der Krümmungs- 
axe und fällt mit dem Krümmungshalbmesser zusammen. Hieraus 
erkennt man, dass jede Evolute während ihres Verlaufes mit der 
Curve der Krümmungsmittelpunkte wenigstens einmal einen Punkt 
gemein hat und dass sie von dem betreffenden Krümmungshalbmesser 
in diesem Punkte berührt wird. Da aber der Krümmungshalbmesser 
die Curve der Krümmungsmittelpunkte nicht berührt, sondern schneidet, 
so folgt, dass die Evolute in diesem Punkte die Curve der Krümmungs- 
mittelpunkte schneidet. 



— se- 
in ähnlicher Weise zeigt man, dass jede Evolute die Curve (ä) 
wenigstens einmal schneiden muss. 

§ 10. Abwickelung der Evolutenfläche. Lässt man eine 
Ebene £ über die Evolutenfläche rollen, ohne dass sie gleitet, so 
rotirt sie nach und nach um die verschiedenen Erümmungsaxen h 
und bleibt in allen Lagen normal zur Curve (Ji), welcher die Evoluten- 
fläche angehört. Ein bestimmter Punkt von 6 beschreibt die Curve (iüf). 
Dabei bilden sich die Erümmungsaxen, die Gratlinie (K) der Fläche und 
die Curve {(T) der Erümmungsmittelpunkte auf der Ebene e ab, nebst 
allem übrigen, was auf der Evoluten fläche liegt. Die Gratlinie (X) 
und die Curve {Ü) gehen in zwei ebene Curven (fc) und (y) über, 
von denen die erste mit (K) gleiche Bogenelemente und Contingenz- 
winkel, die letztere mit {C) gleiche Bogenelemente, aber verschiedene 
Contingenzwinkel hat. Die Curve (M) reducirt sich auf einen 
Punkt |ii und ist (y) die Fusspunktcurve von (fc) in Bezug auf den 
Punkt fi als Pol. Die Evoluten von (itf) gehen in die Geraden des 
Punktes fi über. Derselbe Process vollzieht sich, wenn man um- 
gekehrt die Evolutenfläche auf der Ebene e abrollt, sowie auch, 
wenn man die Evolutenfläche so verbiegt, dass ihre ebenen Flächen- 
elemente um die Erzeugungslinien (Krümmungsaxen) gedreht werden, 
sodass sie alle in eine Ebene f fallen. Dieser Process, mag er 
nun in der einen oder der anderen oder auch der dritten Auffassungs- 
weise gedacht werden, heisst die Abwickelung der Evolutenfläche 
mit der Ebene £, oder auf der Ebene c. Umgekehrt kann das auf 
diese Weise in e gebildete ebene System zur Evolutenfläche auf- 
gerollt werden, wobei der Punkt ^i die Curve (M) beschreibt, die 
ebene Curve (Ji) in die Gratlinie (JfiT) gebogen wird und die Ebene 
sich gewissermassen zu den Schmiegungsebenen von (iT) entblättert, 
welche aufeinanderfolgend mit einander die Schmiegungswinkel dz 
von (ä) bilden. 

Während der Punkt /tt das Bogenelement üf iüf ' der Curve {M) 
beschreibt, durchstreicht jeder seiner Strahlen ein Element der 
Schmiegungsebene einer Evolute, welche durch MM^ hindurchgeht und 
senkrecht zur Ebene e ist. Der Strahl berührt die Evolute. Die 
Tangenten zweier Evoluten schneiden sich daher im Curvenpunkte M 
überall unter demselben Winkel, wo auch immer ^ auf der Curve {M) 
liegen mag. Ebenso bilden die Schmiegungsebenen zweier Evoluten, 
indem sie sich in MM^ schneiden, überall mit einander denselben 
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Winkel, nämlich den Winkel, welchen die beiden geraden Strahlen 
des Panktes (i bilden^ in welche die beiden Evoluten durch die 
Abwickelung übergehen. 

Bei der Abwickelung der Evolutenfläche mit der Ebene e be- 
schreibt jeder Punkt dieser Ebene eine Planevolvente der Gratlinie 
(K) und alle diese Planevolventen sind Parallelcurven zu (31) und 
haben die Evolutenfläche gemeinschaftlich mit (M)* 

§ 11. Der Contingenzwinkel dr^ der Evoluten. Es sei G 
(Fig. 20) der Punkt einer Evolute der Curve (M)j entsprechend dem 
Punkte M. Er liegt auf der Krüramungsaxe , 

GK und die Tangenten G3I, G'M' bilden mit *''^ ^® 

der Krümmungsaxe gleiche Winkel & und unter 
sich den Contingenzwinkel cirg; sie liegen in 
den Normalebenen der Punkte üf , M\ welche 
den Contingenzwinkel dr der Curve {3£) ein- 
schliessen. Diese Tangenten und die Krünmiungs- 
axe bestimmen daher auf einer um G mit 
der Einheit als Radius beschriebenen Kugel- 
fläche ein unendlich schmales sphärisches Drei- 
eck KEE\ dessen Seiten KE = KE'=&j EE'=dr^ und dessen 
Winkel K ^= dr ist. Aus demselben folgt dr2 = dT'Sin^^ d.h.: 

Der Contingenzwinkel einer Evolute ist gleich dem 
Producte des Contingenzwinkels der ursprünglichen Curve 
und dem Sinus des Winkels, welchen die Tangente der 
Evolute mit der Krümmungsaxe bildet. Der Contingenz- 
winkel der Evolute ist daher nie grösser als der Contingenz- 
winkel der ursprünglichen Curve. 

Auch kann man so schliessen^ Es ist (Fig. 19): 
MM'^ ds «= MG • dr^ und MG • sin == MC ^ q = ds : dr^ 
mithin indem man MG eliminirt, dT2= dz • sind-^ wie vorher. 

§ 12. Der Schmiegungswinkel der Evoluten. Errichtet 
man (Fig. 20) auf die Schmiegungsebenen MGM' und M^G'M'' der 




* lieber die Abwickelung der Evolutenfläche vgl. Steiner, lieber einige 
allgemeine Eigenschaften der Curven doppelter Krümmung. Monatsberichte 
der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1839, S. 76—80, oder: Ue- 
sammelte Werke, hsgeg. v. Weierstrass, Bd. II, S. 163— 166. Ein kleiner 
Irrthum muss dortselbst berichtigt werden. Die Curve der Krümmungsmittel- 
punkte ist nämlich im Allgemeinen keine kürzeste Linie der Evolutenfläche. 
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Evolute (G) Normalen GS^ GS\ so bilden sie mit einander den 
Schmiegungswinkel (Ztfg der Evolute. Diese Normalen fallen aber 
in die Normalebenen M und itf ' und bestimmen auf der Kugelfläche 
der Figur das unendlich schmale Dreieck KSS^ mit dem Winkel dt 

an der Ecke K\ den Seiten K'S = K'S^= ^n-& und SS^=da^, 

woraus folgt: da2= dz • cos-ö", d. h : 

Der Schmiegungswinkel dc^ einer Evolute ist das Pro- 
duct des Contingenzwinkels der ursprünglichen Curve und 
des Cosinus der Neigung der Tangente der Evolute gegen 
die Krümmungsaxe. 

§ 13. Der Winkel der ganzen Krümmung der Evoluten. 
Die Hauptnormalen der Evolute stehen senkrecht auf den Normal- 
ebenen der ursprünglichen Curve. Sie sind daher den Tangenten dieser 
parallel und ist ihr Winkel, der Winkel der ganzen Krümmung 
daher dh^^^ dx. 

Der Winkel der ganzen Krümmung der Evoluten ist 
unabhängig von der Neigung der Evolute gegen die Krüm- 
mungsaxe und gleich dem Contingenzwinkel der. ursprüng- 
lichen Curve. 

Dies Resultat folgt auch mit Hülfe des Lancret'schen Satzes. 
Denn nach diesem ist d'k\ = dx\-{- d6\ und es ist dT^= dx sin^^ 
d(S^^=^ dx cos 'ö', mithin c^fcg = dr. 

Man kann die Sätze §§11—13 auch aus den Sätzen Cap. HI, 
§ 5 ableiten. Betrachtet man dort die Curve P als primitiv, so 
ist die Curve (M) eine ihrer Evoluten und da der Winkel i der 
Neigungswinkel der Schmiegungsebene der Curve (M) gegen die 
Schmiegungsebene von P ist, so ist i auch der Winkel, welchen die 
Tangente von (Jtf) mit dem Krümmungshalbmesser von P bildet, weil 
die Ebene dieser beiden Linien als Normalebene von P auf der 
Tangente von P, in welcher sich die beiden Schmiegungsebenen 
schneiden, senkrecht steht. Daher ist i das Complement des 
Winkels IT, welchen die Evolute (M) mit der Krümmungsaxe des 
Punktes P bildet. In dem unendlich kleinen Dreieck T^TQ sind 
nun: TT' der ContiDgenzwinkel (^r^, der Curve P, den wir hier 
mit dx bezeichnen, T^Q = da^ der Schmiegungswinkel von (ilf), 
den wir hier als Schmiegungswinkel der Evolute da^ nennen und 
TQ == dx, wofür wir jetzt dx2 schreiben müssen, der Contingenz- 
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winke! von (itf). Aus den dortigen Relationen findet man daher, 
indem man das dortige H hier dnrch das analoge ersetzt: 

dr^ : dö^ : dh^ = sin : cos O* : 1 



mithin auch 



dT2=- dx ' sind' 
clö'2== dt • cosd^. 



§ 14. Bogenelement und Krümmungsverhältnisse der 
Evolute. Das Bogenelement G& = ds^ der Evolute folgt aus dem 
Dreieck KG& (Fig. 19). Man hat nämlich: 

GG^i KG = sin da : sin (d- + da), 

mithin, wenn man den Abstand des Punktes G der Evolute vom 

Punkte der Curve K mit s bezeichnet und abkürzt: 

, da 

* stn^ 

Mit Hülfe desselben und der im vorigen. Paragraphen gefundenen 

drei Krümmungswinkel c^Tj, da2j dJt^ findet man die Radien der 

drei Krümmungen: 

s da rsin^d" 



sin^d" dt Q 



da rsind' cosd' 



2 sind" COS& dz 

s da Q 



2 sinO" dt rsind" 

Man sieht hieraus ^ dass diese drei Radien mit s gleichzeitig 

wachsen. Eliminirt man d', so ergiebt sich noch: 

i 

2 



r B^ 



e = — . 
und durch Elimination von e: 

Q2 sin d' + * 2 cos = 2 i?2 ) 
welche Relation mit Hülfe von Fig. 6 sich erläutert, wenn man be- 
denkt, dass die Krümmungsaxe die rectificirende Gerade der Evolute 
(G) ist und q^) ^2? -^2 Katheten und Hypotenusenhöhe eines recht- 
winkligen Dreiecks sind, welches den Winkel der Tangente mit der 
rectificirenden Geraden (hier d) enthält. 
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V. Capitel. 

Die Schmieguiigskugel und der gerade Schmiegungskegel. 

§ 1. Die Schmiegungskugel und der Ort ihrer Mittel- 
punkte. Jeder Punkt der Krümmungsaxe h steht von drei auf- 
einanderfolgenden Punkten ilf, M\ M" der Curve gleichweit ab, und 
ist daher Mittelpunkt einer Kugel, welche durch diese drei Punkte 
geht und folglich die Curve in der zweiten Ordnung berührt. Die 
Krümmungsaxe ist daher der Ort für die Mittelpunkte der 
Schaar Kugeln, welche die Curve dreipunktig oder in der 
zweiten Ordnung berühren. Auf jeder von diesen liegt der 
Krümmungskreis, er ist der gemeinsame Durchschnitt aller dieser 
Kugeln. Unter ihnen giebt es drei ausgezeichnete, nämlich 1. die 
kleinste von ihnen ; ihr Mittelpunkt und Radius sind der Krümmungs- 
mittelpunkt und Krümmungshalbmesser, denn von allen Punkten der 
Krümmungsaxe hat der Krümmungsmittelpunkt den kürzesten Ab- 
stand von der Curve; 2. die grösste, nämlich die Schmiegungsebene, 
welche einem unendlich grossen Radius entspricht und den unendlich 
fernen Punkt der Krümmungsaxe zum Mittelpunkte hat und 3. eine 
Kugel, deren Mittelpunkt im Durchschnitt K der Krümmungsaxe k 
mit der folgenden Krümmungsaxe 7c' liegt. Weil dieser Punkt in 
der Krümmungsaxe 7c liegt, so geht die Kugel durch die Punkte 
-3f, M\ iif " und weil er der Krümmungsaxe Ic' angehört, durch die 
Punkte M\ M^\ M*". Diese Kugel hat daher vier aufeinander- 
folgende Punkte Jf, M\ M'\ iüf "' mit der Curve gemein und berührt 
sie inniger als alle anderen, überhaupt so innig als eine Kugel be- 
rühren kann, da dieselbe durch vier Punkte bestimmt ist, nämlich 
vierpunktig oder in der dritten Ordnung. Wir nennen sie die 
Schmiegungskugel der Curve im Punkte Jf. Auf ihr liegen 
die Krümmungskreise zweier aufeinanderfolgender Punkte M, M' 
der Curve. 

Der Ort der Mittelpunkte aller.Schmiegungskugeln der 
Curve M ist die Gratlinie (ä) der Fläche der Krümmungs- 
axen. 
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Fig. 2J 



§2. Radius der Schmiegungskugel und seine Neigung 

gegen die Schmiegungsebene. Um den Radius KM==KM'=^B 
(Fig. 21) der Schmiegungskugel und seine Neigung: 

KMG = KM'G = KM"C = ^ 
gegen die Schmiegungsebene zu bestimmen, stelle die Ebene der 
Figur M'CC'K die Normalebene des Punktes M^ dar. In ihr liegen 
die beiden Krümmungsaxen CK, C^K, welche mit einander den 
Schmiegungs Winkel da bilden, die Hauptnormale M^C von M' und 
ihre Projection M'C auf die Schmiegungsebene von Jf, welche beide 
Linien die Krümmungsaxen in den Krüm- 
mungsmittelpunkten G\ C der Punkte ilf \ M 
treffen imd mit einander gleichfalls den 
Winkel da bilden und der Winkel KM'C= fi, 
Ist Q der Durchschnitt der Krümmungs- 
axe CK mit der Hauptnormalen M^C\ so 
folgt, weil das rechtwinklige Dreieck M^CQ 
unendlich schmal ist, M'Q = M'C = MC=^ q Mi 
und da M'C^ = g -{- dQ ist, so wird 
QC'=dQ. In dem Dreieck KQC' ist 
ferner KQ • da = QC' und folglich in der Grenze, wenn wir den 
Abstand KC des Mittelpunktes der Schmiegungskugel von der 
Schmiegungsebene (dem Krmnmungsmittelpunkte) mit h bezeichnen: 
Jida = dQj mithin: 




oder auch wegen 



Ä = 



r == 



dg 
da 

ds 
da 



ds 



Mit Hülfe dieses Werthes folgt sofort aus dem rechtwinkligen 
Dreieck KM'C für den Eadius der Schmiegungskugel und seine 
Neigung gegen die Schmiegungsebene: 



E^^ ,.+ „.= ,.+ m^ ,.+ .. ip) 



de 


■J 


V 


1 


• \ 


dsJ 




1 
Q 


dg 
da 




r 
9 


dg 

• ■■ ■ - 

da 




dg 

ds 



§ 3. Die Curve der Krümmungsmittelpunkte und die 
Neigung ihrer Tangente gegen die Krümmungsaxe. Da so- 
wohl der Winkel Jf'CÄ, als auch M'C'K ein rechter ist, so liegen 
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die vier Punkte M\C^C\K in einem Kreise, i«r elcher über dem 
Radius M^K der Schmiegungskugel als Durchmesser beschrieben 
werden kann. Die Linie CC oder das Element der Curve der 
Krümmungsmittelpunkte fällt mit einem Elemente dieses Kreises zu- 
sammen und die Tangente des Kreises in C ist folglich die Tan- 
gente an der Curve der Krümmungsmittelpunkte. Da diese Tangente 
aber mit der Sehne CK den Winkel ^ bildet, welcher der Peripherie- 
winkel ist, der über der Sehne steht, so folgt: 

Der Neigungswinkel des Eadius der Schmiegungs- 
kugel gegen die Schmiegungsebene und der Winkel, wel- 
chen die Tangente an der Curve der Krümmungsmittel- 
punkte mit der Krümmungsaxe bildet^ sind gleich. 

§4. Beziehungen zwischen der Curve {K) der Schmie- 
gungskugelmittelpunkte und der primitiven Curve (-3f). 
Man erkennt unmittelbar die folgenden Sätze: 

Die Schmiegungsebene von (K) fällt zusammen mit der 
Normalebene von (itf)? ^^^ Normalebene von (ä) ist parallel 
der Schmiegungsebene von (itf); die rectificirenden Ebenen 
von (K) und {M) sind einander parallel. 

Die Tangente, Hauptnormale und Binormale von (K) ist 
beziehungsweise parallel der Binormalen, Hauptnormalen 
und Tangente von (It), 

Die rectificirenden Geraden, die rectificirenden Flächen 
und die Gratlinien derselben von den Curven (ä) und {M) 
sind parallel. 

Die Winkel, welche die rectificirenden Geraden von (K) 
und (M) mit den Tangenten dieser Curven bilden, ergänzen 

1 
einander zu — tt; wächst der eine, so nimmt der andere ab. 

Ein Specialfall der Curve (K) tritt ein, wenn der Krümmungs- 
halbmesser Q constant und die Curve nicht eben ist, d.h. da nicht 

gleich Null ist. Es wird daher h = o und ^ = (>, also efcenfalls 
constant, d.h.: » 

Bei allen Curven doppelter Krümmung von con- 
stantem Krümmungshalbmesser ist auch der Radius der 
Schmiegungskugel constant, nämlich gleich dem Krüm- 
mungshalbmesser und fällt die Curve der Mittelpunkte 
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der Schmiegungskugeln mit der Curve der Krümmungs- 
mittelpunkte zusammen. 

Ist Q constant und da = o d h. die Curve eben und ein Kreis, 

* 

so wird h und hiermit E und die Schmiegungskugel selbst unbestimmt. 
Jede durch den Kreis gehende Kugel kann als Schmiegungskugel 
desselben angesehen werden. 

Ist die Curve eben, also da — o aber q nicht constant, so wird 

h = cx), J? = cx) ; die Schmiegungskugel geht in die Schmiegungsebene 

Über. Für sphärische Curven wird E constant und gleich dem 
Badius der Kugel, auf welcher die Curve liegt. Die sänmitlichen 
Schmiegungskugeln fallen mit dieser zusammen, da die Curve (K) 

« 

sich auf den Mittelpunkt dieser zusammenzieht. 

Die Betrachtung der Schmiegungskugel zeigt, dass jede Curve 
doppelter Krümmung in Bezug auf drei aufeinanderfolgende Elemente 
als sphärisch angesehen werden kann. Auch eine ebene Curve ist 
in gewissem Sinne als sphärisch zu betrachten, nämlich als auf einer 
unendlich grossen Kugel liegend. Begründet man ein räumliches 
Beziehungssystem der Art, dass einer Kugel wieder eine Kugel und 
allen Punkten auf jener Punkte auf dieser entsprechen, so entspricht 
der unendlich grossen Kugel des einen Systems eine bestimmte 
Kugel des andern, also einer ebenen Curve eine sphärische und es 
können Eigenschafken der sphärischen Curven aus denen der ebenen 
Curven abgeleitet werden. Ein solches Beziehungssystem hat Möbius 
aufgestellt.* 

§ 5. Winkel zweier aufeinanderfolgender Schmiegungs- 
kugelradien. Die aufeinanderfolgenden Radien MK, M'K' , M'^K"y . . . 
der Schmiegungskugeln schneiden sich nicht, sondern erzeugen eine 
windschiefe Fläche, welche durch die entsprechenden Punkte der 
Curven (Jf) und (Z) geht. Sie liegen nämlich in verschiedenen Ebenen, 
den Normalebenen der Curve (üf) und treffen die Durchschnittslinien 
dieser, die Krümmungsaxen, in verschiedenen Punkten K^K\,,, 
Nur in einem Falle geht die Fläche dieser Radien in eine abwickel- 
bare Fläche über, nämlich dann, wenn die Curve (ß) sich auf einen 
Punkt reducirt, wie es bei den sphärischen und ebenen Curven der 



* Möbius, die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer 
Darstellung. (Abhdl. d. K. S. Gesellsch. d. Wissenschaften, B. IV, S. 672.) 
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Fall ist, bei welchen diese Fläche eine Kegelfläche, resp. Cylinder- 
fläche ist. 

Um den Winkel dco zu bestimmen, den die Radien K3I^ K'M' 
(Fig. 22) zweier aufeinanderfolgender Schmiegungskugeln mit ein- 
ander bilden, betrachten wir das windschiefe Viereck MM'K'K, 
in welchem die beiden Seiten MM\ KK' die Bogenelemente der 
Curven M und K sind, und ziehen in diesem die Diagonale M'K, 

Die Ebenen der beiden Dreiecke MKM' 
und KM'K\ welche dies Viereck bilden, 
sind senkreckt zu einander, denn die erste 
von ihnen geht durch die Tangente MM\ 
Hie zweite ist die Normalebene in M', Zieht 
man daher durch Jf' eine Parallele M^k 
zu dem Radius KM der ersten Schmie- 
gungskugel, so bilden die drei Geraden 
M% M'K\ M'K eine an der Kante M'K 
rechtwinklige unendlich kleine Ecke, welche 
auf einer um M' mit der Einheit als 
Radius beschriebenen Kugel ein recht- 
winkliges sphärisches Dreieck bestimmt, in welchem die Hypotenuse 
den Winkel den der beiden Radien KM, K'M' der Schmiegungs- 
kugeln misst. Bezeichnen wir die beiden anderen Seiten KM^K' und 
KM'k einstweilen mit da und dß^ so wird: 

dcD^^ dct^+ dßK 

Um den Winkel da zu finden, berücksichtigen wir, dass in der 
Normalebene des Punktes ilf' die vier in Jf' sich schneidenden Linien: 

die Winkel bilden: ^' ^^^ ^' , M% M' K' 

CM'C'^da, CM'K=ii, C'M'K':= fi + dii, 
dass folglich der Winkel 
KM'K' ='da = CM'K'- CM'K = da + ^ -\- d^i - ^ = da + d^ 

wird. Daher ist also , , , , 

da = dG + dfi. 

Um aber den Winkel dß zu bestimmen, fassen wir die von 
den drei Linien KM^ KM' und KC gebildete Ecke ins Auge, welche 
in dem ihr entsprechenden sphärischen Dreiecke CMM' zwei 

gleiche Seiten CM=CM'==— — fi hat, während die dritte Seite 
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M'M = dß und der Winkel C = dx^ nämlich gleich dem Winkel 
der Normalebenen MKG und M^KC' ist. Daher hat man 



dß = sin-l — — fij ' dl = dz • 



2 rj <^OSfl, 

Führt man jetzt die Werthe für da, dß in die obige Gleichung 

ein so "Wird 

' d(ji)^= (da + dfiy+ d%^' cos^ fi. 

§ 6. Sphärische Torsion. Der Winkel d(Oj welcher zugleich 
der Winkel der beiden zu den Radien KM und K^M^ senkrechten 
Tangentenebenen zweier aufeinanderfolgenden Schmiegungskugeln ist^ 
misst die Abweichung der Curve von der Eugelfläche; den reciproken 
Werth einer Länge S^ welche durch die Gleichung S - d(o = ds be- 
stimmt wird, nämlich: ^ , 

S^ds 

nennen wir die sphärische Torsion der Curve im Punkte M und 
die Linie 8 selbst, nämlich: , 

am 
den Badius der sphärischen Torsion* 

§ 7. Bogenelement der Curve der Schmiegungskugel- 

* 

mittelpunkte. Das Bogenelement KK^== ds der Curve der Schmie- 
gungskugelmittelpunkte erhält man leicht ^ indem man von K auf den 
Radius M'K^ ein Perpendikel KQ fällt (Fig. 22). Es ist nämlich: 

MK = jR, M'K' =B + dB und MK = M'K « M'Q, 

mithin K'Q - dB-, femer ist < M'K'C'== y - (fi + d(i) 
und daher in dem unendlich kleinen rechtwinkligen Dreiecke KK'Q 

K'Q : KK'= cos (— — fi — d(i\ «= sin fi 

und hieraus * 

* dB 

ds = — 

stnfi 

Nun ist aber -^ ^ 7, dg rdg 

sin u = -r) Ji '= ^- == — 5 — » 
j> da ds 

daher schliesslich 

♦ Bdit , BdB , 

ds = —3 — • da = — 5— ds, 

dg rag 

* Vergl. Schell: Ueber die Schmiegungskugel und die sphärische 
Torsion der Curven doppelter Krümmung, (Archiv für Mathem. u. Physik 
V. Grunert.Thl. XIX. S. 393.) 

Schell, Theorie (1. Curven. 2. Aufl. 5 
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Fig. 2S 



Man kann das Bogenelement ds auch durcli das Differential 
des Abstandes h == CK der Curven {K) und (0) und die Projection 

des Bogenelementes der Corve (C) auf h dar- 
stellen. Man hat nämHch (s. Fig. 23) 
KC^h, K'C'^h + dh, QC^C'ü=Qds 

und daher 

KK^^K^C'+ C'U-KÜ 

und da _ 

, KU=KC=h, 

^ ^^ KK}^ll'\-dll^r ^ds — h, 

C V d.h.: ♦ ,, , , 

Nebenbei folgt noch aus dem Dreieck M^KE} (Fig. 22) 

♦ « 

'R{dG -\- d^) = cotg (i • dB 

und mithin, wenn man für cotg (i seinen Werth ^ oder -^ einsetzt: 

dB 




♦ 
B 



dß + d^i = -5 — • da. 

§ 8. Die Krümmung der Curve der Schmiegungskugel- 
mittelpunkte. Die drei Winkel: Contingenzwinkel dt^ Schmie- 

gungswinkel dö und Winkel der ganzen Krümmung dJc der Curve (K) 

haben die Werthe: 

♦ ♦ ♦ 

dt == dö^ da = dt, dk == dk. 

Daher sind die Radien der drei Krümmungen für diese Curve: 



i.^, 



Bq dB BB dB 

> 



dg r dg ' r dg 

§ 9. Die Schmiegungskugeln der Filar- und Planevol- 
venten. Die Gratlinie der Evolutenfläche einer Curve ist der Ort 
der Mittelpunkte ihrer Schmiegungskugeln. Nun haben alle Filar- 
evolventen eine gemeinsame Evolutenfläche, nämlich die rectificirende 
Fläche. Daher der Satz: 

Die Gratlinie der rectificirenden Fläche einer Curve 
ist der gemeinschaftliche Ort der Mittelpunkte der Schmie- 
gungskugeln aller Filarevolventen derselben. 

Die Evolutenfläche einer Curve ist femer auch Evolutenfläche 
aller Planevolventen ihrer Gratlinie Daher weiter: 
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Die Gratlinie der Evolutenfläche einer Curve ist der 
Ort der Mittelpunkte der Scbmiegungskugeln nicht blos 
der Curve selbst, sondern auch aller Planevolventen der 
Gratlinie. 

§10. Schmiegungsrotationskegel. Jeder Punkt der Krüm- 
mungsaxe ist der Mittelpunkt eines Botationskegels, welcher mit der 
Curve drei aufeinanderfolgende Punkte JJf, M\ JJf" gemein hat, diese 
also in der zweiten Ordnung berührt. Die Erümmungsaxe ist also 
gleii^hzeitig der Ort derMittelpunkte einer Schaar die Curve 
in der zweiten Ordnung berührender Kugeln und Eotations- 
kegel flächen. In der Schaar Kegel, welche sämmtlich durch den 
Krümmungskreis hindurch gehen, sind drei besonders ausgezeichnet, 
nämlich: 1. die Schmiegungsebene ; sie stellt den Kegel dar, dessen 
Mittelpunkt in den Krümmungsmittelpunkt C fällt, 2. der Cylinder, 
dessen Erzeugungslinien parallel der Krümmungsaxe laufen; er ist 
ein Kegel, dessen Mittelpunkt der unendlich ferne Punkt der Krüm- 
mungsaxe ist, und 3. ein Kegel, welcher mit der Curve noch einen 
vierten Punkt Jlf '" gemein hat und sie also in der dritten Ordnung 
berührt. Diesen Kegel, den wir sofort näher bestimmen wollen, 
nennen wir den Schmiegungsrotationskegel der Curve im 
Punkte JJf, weil er von allen derjenige ist, welcher sich der Curve 
am innigsten anschmiegt. 

Denken wir uns nämlich die Eeihe der Kugeln und ihrer Mittel- 
punkte r auf der Krümmungsaxe, sowie die Reihe der Kegel und 
ihrer Mittelpunkte 2 auf derselben Geraden, so wird jede Kugel 
von einem gewissen dieser Kegel längs des Krümmungskreises be- 
rührt und die Mittelpunkte f, 2 dieser Flächenpaare liegen auf ent- 
gegengesetzten Seiten der Schmiegungsebene und des Krümmungs- 
mittelpunktes C so, dass das Produkt der Abstände CT, C2 eine 
Constante^ nämlich gleich dem Quadrat des Krmnmungshalbmessers 

ist und die Dreiecke 2Mr, 2M^r, 2M"r bei M, M\ M^' recht- 
winklig sind^ d. h. die Kegelseiten senkrecht auf den Radien der 
Kugel stehen. Rückt der Punkt F in den Krümmungsmittelpunkt C, 
so entfernt sich der Mittelpunkt 2 des berührenden Kegels ins Un- 
endliche und geht dieser in den vorhin erwähnten Cylinder über; 
rückt r ins Unendliche, so fällt 2 in den Krümmungsmittelpunkt 
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und es gehen die beiden Flächen, Kugel und Kegel in die Schmie- 
gungsebene über. Es bilden die Mittelpunkte F der Kugeln und die 
Mittelpunkte 2 der Kegel eine gleichliegende Punktinvolution auf 
der Krümmungsaxe mit dem Mittelpunkte des Krümmungskreises als 
Centralpunkt und dem Quadrate des Krümmungshalbmessers q als 
Constante dieser Involution. Lassen wir nun die Kugel in die 
Schmiegungskugel übergehen, also ihren Mittelpunkt F in den 
Durchschnitt K der Krmnmungsaxe mit der folgenden Krünmiungs- 
axe fallen. Die Kugel geht alsdann durch die vier aufeinander- 
folgenden Punkte M, M\ M^\ M"', von denen die drei ersten M, M\ Jf' ' 
auf dem Krümmungskreise des Punktes M^ der vierte, ilf'", aber 
auf dem Krümmungskreise des nächstfolgenden Punktes M^ liegt 
und von dem ersten Krümmungskreis unendlich wenig absteht. 
Legen wir daher durch die Krümmungsaxe und diesen Punkt eine 
Ebene, so schneidet sie den ersten Krümmungskreis in einem ge- 
wissen Punkte JV, welcher dem Punkte Jf '" unendlich nahe liegt, 
und es ist folglich eine Gerade, welche durch diese beiden Punkte 
geht, eine Tangente der Kugel in N^ und da sie die Krümmungs- 
axe schneidet, die Erzeugungslinie eines geraden Kegels, welcher die 
Kugel längs des Krümmungskreises berührt. Dieser Kegel geht durch 
die vier Punkte der Curve, welche die Schmiegungskugel mit dieser 
gemein hat und ist also der obige Schmiegungskegel. Der Abstand 
seines Mittelpunktes S von dem Krümmungsmittelpunkte G ergiebt 
sich aus der Gleichung CS • CK == 9^, und wenn wir ihn mit h be- 
zeichnen und für CK = h seinen Werth einsetzen, so wird er 

, p* 9 da Q^ ds 
Ä; = ^ = o^.— = 1-.— . 

h ^ ap r dg 
Die Neigung der Kegelseite SM gegen die Schmiegungsebene 
ist — — fi und folglich ihre Neigung gegen die Krümmungsaxe selbst 

gleich fi. Da auch die Tangente der Curve der Krümmungsmittel- 
punkte mit der Krümmungsaxe denselben Winkel fi bildet, so bildet 
diese Axe mit ihr und der Kegelseite ein gleichschenkliges Dreieck^ 
dessen Basis in die Krümmungsaxe fällt. 

§ 11. Die Betrachtung des Schmiegungskegels zeigt, dass jede 
Curve doppelter Krümmung in Bezug auf drei aufeinander- 
folgende Elemente als auf einem geraden Kegel liegend 
angesehen werden kann. 
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Ist die Curve eben, so wird h = oo, mithin Ä = o, der Schmie- 
gangskegel fällt mit der Ebene der Curve zusanmien. Ist die Cxirve 

sphärisch, so wird der Radius der Schmiegungskugel constant und 

* 

da K8 • KC = JK^, so wird die Entfernung K8 des Kegelmittelpunkts 
vom Mittelpunkt der Kugel, auf welcher die Curve liegt, nämlich: 



KS^ 



« 
KC 



umgekehrt proportional dem Abstand der Schmiegungsebene vom 
Mittelpunkt der Kugel. 

Ist Q constant, so wird h = o und also A; = oo, d. h. der 
Schmiegungskegel ist ein Cy linder, die Curve kann hinsichtlich dreier 
Elemente als cylindrisch angesehen werden. 

§ 12. Curve der Mittelpunkte der Schmiegungsrotations- 
kegel. Die continuirliche Folge der Mittelpunkte der Schmiegungs- 
kegel bildet auf der Fläche der Krüm- 
mungsaxen eine Curve /S; zwischen ihr ^^^ ^^• 

und der Curve K liegt die Curve C inne 
und zwar so, dass immer 

CK'CS = q\ K8'KC = R^ 

ist. Diese Curve ist keine Evolute. Denn 
sind /S, S^ (Fig. 24) zwei aufeinander- 
folgende Punkte derselben, also SS' ihre 
Tangente, so sieht man leicht, dass diese 
nicht mit der Kegelseite 3IS zusammen- 
fallen kann. Sind nämlich K^ K' die den 
Punkten S^ S' correspondirenden Punkte 

der Curve (ä) und beschreibt man um K mit KS den kleinen Bogen 
KQ^ so wird 




QS'=^K'S'-KQ-KK'=K'S'-KS-KK'=d{SlC) + ds 
und 



4?)+ 



ds 



* 

R^ 



QS=KS'da= j^ 'da, 



mithin, wenn * die Neigung der Tangente der Curve S gegen die 
Krümmungsaxe SK ist. 
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. . \h ) . ds 
cotgi^ h 



♦ I * 

n h 

während für die Neigung der Kegelseite MS gegen dieselbe Axe die 

Gleichung 

cotg (1=^-^ 

•besteht. ^ 

Die Länge der Kegelseite MS ist MS = -r^. Ist sie constant, 

so ist die Curve S zugleich der Ort der Mittelpunkte einer Schaar 
Kugeln von constantem Badius, welche die Curve in der zweiten 
Ordnung berühren. 



VI. Capitel. 

Die rectiflcirende Fläche. 

§ 1. Abwickelung der rectificirenden Fläche und Ver" 
Wandlung der Curve in eine Gerade. Die Schmiegungsebene 
und die rectificirende Ebene sind ein Paar zu einander rechtwinklige 
Tangentenebenen der Curve. Die rectificirende Ebene steht senk- 
recht auf der Hauptnormalen (dem Krümmungshalbmesser). Vgl. 
Cap. I, §§ 4 u. 8. Zwei aufeinanderfolgende rectificirende Ebenen 
schneiden sich in der rectificirenden Geraden, einer Linie, welche 
senkrecht ist zu zwei aufeinanderfolgenden Krümmungshalbmessern 
oder also senkrecht zu der Ebene, welche diesen beiden parallel 
läuft, der Ebene der ganzen Krümmung (Cap. II, § 16). 

Lässt man eine Ebene so an der Curve hingleiten, dass sie 
fortwährend rectificirende Ebene bleibt, so erzeugt sie die rectifici- 
rende Fläche, welche abwickelbar ist und die sämmtlichen rectifici- 
renden Geraden der Curve als Erzeugungslinien enthält. Der Name 
dieser Fläche rührt daher, dass sie die Eigenschaft hat, durch ihre 
Abwickelung die Curve in eine Gerade zu verwandeln. Bei 
dieser Abwickelung fallen nämlich nach und nach die rectificirenden 
Ebenen der Punkte M, M\ M^\ M'^\ . . . der Curve zusammen, in- 
dem jede um die Durchschnittslinie mit der folgenden, d.h. um die 
rectificirende Gerade gedreht wird, bis der Winkel beider ver- 
schwindet. Da die Hauptnormalen zu diesen Ebenen senkrecht sind, 
so werden sie durch die Abwickelung sämmtlich parallel. Nun liegt 
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die Hauptnonnale des Punktes M in der Schmiegungsebene MM'M^^ 
dieses Punktes, welche durch die Tangenten in M und M^ geht und 
senkrecht steht auf der rectificirenden Ebene von ilf, und da nach 
der Drehung der rectificirenden Ebene um die rectificirende Gerade 
die folgende Hauptnormale mit ihr parallel wird, so fällt dadurch 
auch diese in die Schmiegungsebene von M, Sie liegt aber auch 
in der folgenden Schmiegungsebene M^M''M"\ welche durch die 
Tangenten in üf' und M^' geht, und da diese Ebene durch sie und 
die Tangente in M' bestimmt ist und von diesen beiden Linien die 
Tangente bereits in der ersten Schmiegungsebene liegt, die andere, 
die Hauptnormale, durch die Drehung in sie gelangt, so fallt auch 
die zweite Schmiegungsebene mit der ersten zusammen, und da diese 
vereinigten Schmiegungsebenen auf den vereinigten rectificirenden 
Ebenen senkrecht stehen, so fallen auch ihre Durchschnittslinien, 
nämlich die Tangenten der Punkte M und M^ zusammen. In gleicher 
Weise fällt bei der Drehung der jetzt vereinigten rectificirenden 
Ebenen um die folgende rectificirende Gerade, die Tangente von üf" 
mit der vorhergehenden zusammen, desgleichen durch eine Drehung 
der drei vereinigten Ebenen um die nächste rectificirende Gerade die 
Tangente von M"' mit der Tangente von Jlf" u. s. f. Man sieht 
hieraus, dass durch die Abwickelung der rectificirenden Fläche nach 
und nach alle Tangenten der Curve in eine Gerade und alle 
Schmiegungsebenen in eine Ebene zusammenfallen, d. h. dass die 
Curve in eine Gerade übergeht. 

Man hätte diesen Satz auch folgendermassen beweisen können. 
Zwei aufeinanderfolgende rectificirende Ebenen bilden mit einander 
den Winkel dJc der beiden auf ihnen senkrechten Hauptnormalen 
und es ist nach dem Lancret'schen Satze dk^== di^-\- do^. Durch 
die Abwickelung verschwindet dk] dies ist nicht anders möglich, 
als dadurch, dass gleichzeitig dt und da verschwinden. Wenn aber 
der Contingenzwinkel und Schmiegungswinkel einer Curve ver- 
schwinden, so wird sie eine Gerade. 

Auch ist der Beweis bereits in den Entwickelungen von Cap. IV, 
§ 3 enthalten. Denn die rectificirende Fläche ist die Evoluten- 
fläche aller Filarevolventen. Die Curve selbst ist eine gemeinsame 
Evolute aller dieser. Bei der Abwickelung der Evolutenfläche 
gehen aber alle Evoluten in gerade Linien über, also auch die 
Curve selbst. 
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§ 2. Statische Bedeutung der rectificirenden Fläche. 
Da die Curve durch Abwickelung der rectificirenden Fläche in eine 
Gerade übergeht, so ist sie selbst eine kürzeste Linie auf 
dieser Fläche. Die rectificirende Fläche erlangt dadurch eine 
statische Bedeutung für die Curve. Die kürzeste Linie auf irgend 
einer Fläche besitzt nämlich die Eigenschaft, dass eine vollkommen 
biegsame Linie längs ihr auf der Fläche ohne Reibung eine Gleich- 
gewichtslage hat, wenn ihre Enden durch gleiche Kräfte gespannt 
werden.* Es ist daher das geometrische Problem, die rectificirende 
Fläche einer Curve zu finden, identisch mit dem statischen Problem, 
diejenige abwickelbare Fläche zu bestimmen, auf welcher sich die 
Curve im Gleichgewicht befinden würde, wenn sie in der Eichtung 
zweier ihrer Tangenten durch gleiche Kräfte gespannt wird. 

Die rectificirende Fläche ist übrigens nicht die einzige Fläche, 
welche durch die Curve gelegt werden kann, auf welcher diese eine 
kürzeste Linie ist. Jede Fläche, welche die rectificirende Fläche 
längs der Curve berührt, hat diese Eigenschaft. Denn die Haupt- 
normale der Curve steht auf der rectificirenden Ebene, also auf der 
Tangentenebene aller solcher Flächen senkrecht. 

§ 3. Die Fläche der Krümmungsaxen als rectificirende 
Fläche aller Evoluten. Jede Curve hat nur eine einzige recti- 
ficirende Fläche, denn sie hat in jedem Punkte nur eine einzige 
rectificirende Ebene. Dagegen ist jede abwickelbare Fläche recti- 
ficirende Fläche für alle ihre kürzesten Linien, d.h. fiir alle Curven, 

* Denn damit irgend ein Punkt des Fadens im Gleichgewichte sei, 
müssen die Spannungen längs den Tangenten der Curve, die sich in dem 
Punkte schneiden mit dem normalen Widerstände der Fläche im Gleich- 
gewicht sein. Es muss folglich die Resultante dieser Spannungen die 
Richtung der Linie haben, welche den von 180^ unendlich wenig ab- 
weichenden Winkel der Tangenten halbirt und also mit den Richtungen 
dieser Kräfte in einer Ebene liegen, welche durch die Normale der Fläche 
geht. Jene Winkelhalbirende aber ist in der Grenze eine Normale der 
Curve in dem Endpunkte eines der Bogenelemente , welche in dem be- 
trachteten Punkte zusammenstossen , und da sie in die Ebene dieser 
Elemente, nämlich in die Schmiegungsebene der Curve fällt, die Haupt- 
normale der Curve. Da die Resultante dem Normaldruck der Fläche Gleich- 
gewicht halten muss, so muss also die Hauptnormale der Curve zugleich 
Normale der Fläche, also die Schmiegungsebene eine Normalebene der 
Fläche und die Curve folglich eine kürzeste Linie sein. (Vergl. Cap. IV, 
§ 3 Anm.) 



— 73 



deren Hauptnormalen zugleich Normalen der Fläche sind, oder 
deren Schmiegungsebenen die Tangentenebenen der Fläche recht- 
winklig schneiden. So ist die Fläche der Erümmungsaxen ge- 
meinsame rectificirende Fläche für alle auf ihr liegende 
Evoluten. 

§ 4. Zerstörung der Krümmungen durch die Abwickelung 
der Flächen der Tangenten, Erümmungsaxen und der recti- 
ficirenden Fläche. Die Tangentenfläche, die Fläche der Erümmungs- 
axen und die rectificirende Fläche haben eine intime Beziehung zu 
den Erümmungen der Curve. Durch Abwickelung der ersteren wird 
der Schmiegungswinkel und mit ihm die Schmiegung oder zweite 
Erümmung, durch Abwickelung der zweiten der Contingenzwinkel 
und mit ihm die erste Erümmung, durch Abwickelung der retifici- 
renden Fläche aber werden beide Erümmungen zugleich, oder die 
ganze Erümmung der Curve zerstört. Durch Abwickelung der ersten 
und dritten Fläche geschieht dies an der Curve selbst, durch Ab- 
wickelung der zweiten an einer Curve, welche ihren Contingenz- 
winkel zum Schmiegungswinkel hat. 

§ 5. Winkel der rectificirenden Geraden und der Tan- 
gente. Es seien MT,M^T' (Fig. 25) zwei aufeinanderfolgende Tan- 
genten der Curve (Jlf) und M'D 
die Schnittlinie der beiden aufein- 
anderfolgenden rectificirenden Ebenen 
JDM^T und I>M^T\ von denen die 
erste auf der Schmiegungsebene 
TM'Ty die zweite auf der folgenden 
Schmiegungsebene senkrecht steht. 
Die Tangenten bilden mit einander 
den Contingenzwinkel e?r, die recti- 
ficirenden Ebenen den Winkel die 
der auf ihnen senkrecht stehenden 

Hauptnormalen in M und M', Da durch die Abwickelung der 
rectificirenden Fläche, bei welcher die beiden rectificirenden Ebenen 
zusammenfallen, die Curve (Jtf) in eine Gerade übergeht, so fallen 
hierbei die beiden Tangenten M'T^ M'T' zusammen und bildet die 
rectificirende Gerade M^D mit beiden denselben Winkel H, Eine um 
M' beschriebene Einheitskugel liefert daher ein gleichschenkliges un- 
endlich schmales Dreieck BTT\ in welchem 
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dk ' sinH = dx, 

woraus a^ jj 

sm H '= -Tj = - 
dk Q 

und da 



är^+äo^=dk^ oder (^3% (^7= 



ist, 

und 
folgt. 



cosH = jj = — 
dk r 

dt r 
tgH ^ T- = — 



Dies Resultat wurde bereits Cap. II, §13 aus anderen Gründen 
gefunden. Es kann auch aus dem unendlich kleinen Lancret'schen 
Dreieck Cap. II, § 10 abgeleitet werden. Denn es steht die Tangente 
auf der Ebene des Winkels da und die rectificirende Gerade auf 
der Ebene des Winkels dk (der Ebene der ganzen Krümmung) senk- 
recht, mithin bilden in jenem Dreieck die Seiten d6 und dk den- 
selben Winkel H mit einander, wie die Tangente und die rectifici- 
rende Gerade und i^itq H= 3- == — . Ein unendlich kleines Rechteck, 

^ dG Q ' 

welches von zwei unendlich kleinen Linien dx^ da gebildet wird, 
welche auf der Binormalen und der Tangente aufgetragen gedacht 
werden können, liefert daher durch seine Diagonale die rectificirende 
Gerade. Dieser Figur ist die Figur 14 a Cap. II, § 13 ähnlich, welche 
dieselbe Gerade dortselbst lieferte. 

Wir bemerken noch besonders die Eigenschaft der rectifici- 
renden Geraden, dass sie mit zwei aufeinanderfolgenden 
Tangenten JfT, M^T^ denselben Winkel H bildet und dass H 
zugleich ihr Neigungswinkel gegen die Schmiegungsebene 
ist, in welcher diese beiden Tangenten liegen. 

§ 6. Gerade und Ebene, welche mit drei aufeinander- 
folgenden Tangenten oder Binormalen und drei aufein- 
anderfolgenden Normal- oder Schmiegungsebenen gleiche 
Winkel bildet. Es ist die rectificirende Gerade die Grenz- 
lage einer Geraden, welche mit drei aufeinanderfolgenden 
Tangenten gleiche Winkel bildet. Denn die rectificirende 
Ebene kann angesehen, werden als die Ebene, welche auf der 
Schmiegungsebene senkrecht stehend den Contingenzwinkel halbirt. 
Sie ist daher der Ort aller Geraden, welche durch den Curvenpunkt 
hindurchgehen und mit den beiden sich in diesem schneidenden 
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Tangenten gleiche Winkel bildet. Ebenso ist die Ebene, welche 
den Contingenzwinkel des folgenden Punktes senkrecht zu seiner 
Ebene halbirt^ der Ort aller Geraden, welche durch diesen hindurch- 
gehend mit der zweiten und dritten Tangente gleiche Winkel bilden. 
Daher hat die Durchschnittslinie beider Halbirungsebenen die Rich- 
tung einer Geraden^ welche mit drei aufeinanderfolgenden Tangenten 
gleiche Winkel bildet. Diese Durchschnittslinie ist aber in der Grenze 
keine andere, als die rectificirende Gerade. 

Auf den drei Tangenten stehen die drei ihnen entsprechenden 
Normalebenen und auf der rectificirenden Geraden steht die Ebene 
der ganzen ^Krümmung senkrecht. Daher ist die Ebene der 
ganzen Krümmung die Grenzlage einer Ebene, welche mit 
drei aufeinanderfolgenden Normalebenen gleiche Winkel 
bildet. 

Diese Betrachtungen lassen sich auch auf die Binormalen über- 
tragen. Drei aufeinanderfolgende Binormalen sind drei aufeinander- 
folgenden Erümmungsaxen parallel. Die Erümmungsaxen sind die 
Tangenten der Curve der Schmiegungskugelmittelpunkte und die 
rectificirende Gerade dieser Curve ist mithin die Grenzlage einer 
Geraden, welche mit drei Ejümmungsaxen gleiche Winkel bildet. 
Nun haben aber die primitive Curven und die Curve der Schmie- 
gungskugelmittelpunkte parallele rectificirende Ebenen, also auch 
parallele rectificirende Geraden. Daher ist die rectificirende 
Gerade der primitiven Curve die Grenzlage einer Geraden, 
welche mit drei aufeinanderfolgenden Binormalen gleiche 
Winkel bildet. Da die Binormalen auf den Schmiegungsebenen 
senkrecht stehen und die rectificirende Gerade zu der Ebene der 
ganzen Krümmung rechtwinklig ist, so folgt, dass die Ebene der 
ganzen Krümmung die Grenzlage einer Ebene ist, welche 
mit drei aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen gleiche 
Winkel bildet. 

§ 7. Die rectificirende Fläche als Ort der Krümmungs- 
mittelpunkte der Normalschnitte stärkster Krümmung 
der Tangenten fläche. Wir haben- bereits Cap. III, §7 bemerkt, 
dass die Evolventen die Linien stärkster Krümmung auf der Tan- 
gentenfiäche sind, dass sich mithin die Normalen der Fläche längs 
einer Evolvente schneiden und eine abwickelbare Fläche bilden. Ein 
solcher Durchschnitt zweier Normalen ist der Krümmungsmittelpunkt 
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des durch die Tangente der Evolvente geführten Normalschnitts der 
Fläche und die Gratlinie jener ahwickelharen Fläche der Normalen, 
also der Ort dieser Krümmungsmittelpunkte für eine Evolvente und 
also die Fläche, auf welcher alle solche Gratlinien liegen, der Ort 
der Mittelpunkte der stärksten Krümmung fiir die ganze Tangenten- 
fläche. Ist nun PP das Element einer Evolvente, welche dem Ab- 
stände MP ^ p von der Curve M entspricht, so ist der Contingenz- 
winkel des durch dies Element geführten Normalschnitts der 
Tangentenfläche der Neigungswinkel zweier Tangentenebenen der 
Fläche, d.h. der Schmiegungswinkel da der Curve üf, mithin der 
Krümmungshalbmesser des Normal Schnitts 

PP' 

oder da PP = p -[dz ist 

dx r -.-. 

Dieser Krümmungshalbmesser hat die Eichtun g der Normalen 
der Tangentenfläche in P, fällt also in die rectificirende Ebene der 
Curve M und ist also die Länge des Perpendikels, welches in P 
in der rectificirenden Ebene errichtet werden kann von P bis zum 
Durchschnitt mit der rectificirenden Geraden. Daher liegt der 
Krümmungsmittelpunkt des Normalschnitts der Tangentenfläche auf 
der rectiflcirenden Geraden und ist diese der Ort für die Krümmungs- 
mittelpunkte aller solcher Normalschnitte längs der Tangente MP] d. h.: 

Die rectificirende Gerade des Punktes M ist der Ort 
der Krümmungsmittelpunkte aller durch die Punkte der 
Tangente von M geführten Normalschnitte stärkster 
Krümmung der Tangentenfläche und 

Die rectificirende Fläche ist der Ort der Mittelpunkte 
stärkster Krümmung der Tangentenfläche. 

§ 8. Die rectificirende Fläche als Evolutenfläche der 
Filarevolventen. Wir haben Cap. III, §3 gezeigt, dass die recti- 
ficirende Fläche der Ort der Krümmungsaxen aller Filarevolventen 
der Curve M ist» Mit Rücksicht auf Cap. IV, §2 folgt hieraus: 

Die rectificirende Fläche einer Curve ist die Fläche 
der Evoluten aller ihrer Filarevolventen und: 

Die Gratlinie der rectificirenden Fläche ist der Ort 
der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln aller Filar- 
evolventen der Curve. 
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Pig. 26. 




W M' 



§9. Contingenzwinkel, Schmiegungswinkel und Winkel 
der ganzen Krümmung der Gratlinie der rectificirenden 
Fläche. Um den Winkel zweier aufeinanderfolgender rectificirender 
Geraden, d. h. den Contingenzwinkel dx^ der Gratlinie der rectificirenden 
Fläche, die wir kurz die rectificirende 
Gratlinie nennen wollen, zu finden, seien 
M'B, M^^P (Fig. 26) die beiden rectifici- 
renden Geraden der Punkte M, M\ welche 
sich in B schneiden. Sie bilden mit den 
Tangenten der Punkte M^ M^ die Winkel 
DM'T^ H und DM"T'^ H + dH, Dreht 
man die rectificirende Ebene BM^^T' um 
die rectificirende Gerade BM' um, bis sie jf 
in die rectificirende Ebene BM^T fällt, so 

fäUt die Tangente M'T' in die Tangente JfT, weü bei der Ab- 
wickelung der rectificirenden Fläche alle Tangenten der Ourve zu- 
sammenfallen. Hieraus folgt, dass Winkel BM'T^^ BM^T= H 
ist. Aus dem Dreieck BM'M" ergiebt sich daher weiter Winkel 
M'BM''= BM"T^- BM'T' oder dr^== dH, d.h: 

Der Contingenzwinkel der rectificirenden Gratlinie 
ist gleich dem Differentiale des Winkels, welchen die 
rectificirende Gerade mit der Tangente bildet. 

Hierzu kommt noch zufolge § 1 : 

Der Schmiegungswinkel dö^ der rectificirenden Grat- 
linie ist gleich dem Winkel der ganzen Krümmung der Curve, 
nämlich dö^^^dk. Für den Winkel der ganzen Krümmung der 
rectificirenden Gratlinie hat man daher dkl ^ ^^^+ ^^• 

§ 10. Entfernung L des Punktes B der rectificirenden 
Gratlinie vom entsprechenden Punkt M der 
Curve. Fällt man von M' auf ilf "D' das Perpendikel üf V 
(Fig. 27), so wird M'(i = LdH^ M'M'^ . sin (H + dll) 
oder also wegen M'M"= ds auch LdH = ds sin H und 
folgHch: _ ds . ^. B ds ,^ ,, 

7 d^ (§ ^> 



L = 



dH 



sin H = 




dJI 



Diese Formel lässt eine einfache Deutung zu. Be- 
schreibt man in der rectificirenden Ebene um M^M"B 
einen Kreis, so ist er in der Grenze ein Kreis, welcher die Tan- 
gente in M berührt und d^n Winkel dH als Peripheriewinkel fasst. 
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Sein Mittelpunkt liegt in der Binormalen und sein Durchmesser P folgt 

ds 
aus PdH = ds, nämlich P = -r^- Hiermit wird 



dH 



B 



L = PsinH==-'P. 




mW' 



•Es ist daher L die Projection von P auf die rectißcirende 
Gerade. 

Errichtet man in M^ auf M^D ein Perpendikel M^Q (Fig. 28), 

welches den genannten Kreis in Q schneidet, so wird M^Q oder 

Flg. 28. in der Grenze MQ = P cosH. Dieser Punkt 

Q des Kreises hat eine besondere Bedeu- 
tung. Die Ebene der ganzen Krümmung 
in M steht senkrecht auf der rectificirenden 
Geraden M^D, die Ebene der ganzen Krüm- 
mung in üf' senkrecht auf M^^D\ Beide 
Ebenen schneiden die rectificirende Ebene 
von M in den Geraden üf '§, M^^Q und sich 
selbst in einer auf der rectificirenden Ebene 
in Q senkrecht stehenden Geraden. Die Ebene der ganzen Krüm- 
mung erzeugt eine abwickelbare Flache und die Erzeugungslinien 
dieser Fläche gehen durch die Punkte Q, Sie sind parallel den 
Hauptnormalen der Curve und stehen von diesen um die Strecke 

PcosH=^ -P ab. 
r 

§ 11. Bogenelement der rectificirenden Gratlinie. Mit 
Hülfe der Länge L findet man das Bogenelement DD'= ds^ 

(Fig. 29) der rectificirenden Gratlinie fol- 
gendermassen. Vom Punkte 2> fällen wir 
auf die Tangente in M das Perpendikel 
DQ =p ^ L ' sinH; ebenso von D' auf 
die Tangente in M' das Perpendikel 
l)'Q' = p + dp] ein drittes Perpendikel D^ 
von 2) auf die Tangente in M' wird gleich 
DQ = p wegen der Congruenz der Drei- 
ecke BM'Q und DM'q\ welche beide bei 
Jf' den Winkel H enthalten. Zieht man 
nun noch DV parallel mit qQ\ so erhält man im rechtwinkligen 
Dreieck DYB': 
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BLf ' sin{H -{- dH) = B'Y 
und folglich, wegen 

, dp d' LsinH 

^ sinH sin H 

§ 12. Die Badien (»3, rj, R^ der rectificireuden Grat- 
linie. Mit Hülfe der in den §§ 9, 10 entwickelten Ausdrücke für 
^hi ^^31 ^^87 ^^3 6f^ält man für die Badien der Krümmung, 
Schmiegung und ganzen Krümmung der rectificireuden Gratlinie: 

1 dp 1 dp j. 1 dp 

^8 sinH dH' * sin H dk^ ^ sin H ydk^-^ dIP 

§ 13. Specielle Fälle der rectificireuden Fläche und 
davon abhängige Sätze über die Krümmungsverhältnisse 
der Curve. Die Beschaffenheit der rectificireuden Fläche ist von 
grossem Einfluss auf die Beschaffenheit der Curve und umgekehrt. 
In dieser Hinsicht lassen sich eine Beihe interessanter Sätze auf- 
stellen, von denen wir die folgenden besonders herausheben: 

I. Ist der Winkel H constant, so ist die rectificirende 
Fläche ein Cylinder und die Curve eine Helix (eine Curve, 
welche gegen die Erzeugungslinien constante Neigung hat) auf ihm. 
Es ist nämlich in diesem FaUe der Contingenzwinkel dH der rec- 
tificireuden Gratlinie gleich Null, also sind je zwei aufeinanderfol- 
gende rectificirende Geraden, also alle rectificireuden Geraden unter 
einander parallel; weil H constant ist, sind die Tangenten oder 
Bogenelemente der Curve gegen die Erzeugungslinien alle unter 
demselben Winkel geneigt. Ist jH" = 90®, so ist die Curve eben. — 
Ist die rectificirende Fläche eine Cylinderfläche, so sind die Filar- 
evolventen der Curve ebene Curven. Denn die Schmiegungsebenen 
einer solchen Evolvente stehen senkrecht auf den rectificireuden Ge- 
raden und fallen, da sie je drei aufeinanderfolgende Punkte mit 
der Evolvente gemein haben, zusammen. Die Tangenten der Curve 
schneiden die Ebene der Evolventen unter einem constanten Winkel, 
welcher den Neigungswinkel der Tangenten gegen die rectificireuden 

Geraden zu —7t ergänzt. 

n. Ist die rectificirende Fläche ein Cylinder, so ist 
die Curve eine Helix -desselben. Denn da die rectificireuden 
Geraden parallel sind, so ist dH= 0, also H constant. 
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III. Lässt sich durch die Ourve eine Cylinderfläche 
legen^ gegen deren Erzeugungslinien sie unter constantem 
Winkel geneigt ist, so ist diese die rectificirende Fläche 
der Curve. Denn wegen der constanten Neigung der Bogen- 
elemente und Tangenten der Curve gegen die Erzeugungslinien des 
Cylinders geht die Curve bei der Abwickelung desselben in eine 
Gerade über, indem alle Tangenten zusammenfallen, und da eine 
Curve nur eine rectificirende Fläche haben kann, so kann diese nur 
jener Cylinder sein. Es ist leicht zu sehen, dass keine andere 
abwickelbare Fläche, gegen deren Erzeugungslinien die Tangenten 
der Curve constante Neigung haben, rectificirende Fläche sein kann, 
denn zwei Tangenten bilden mit derselben Erzeugungslinie ver- 
schiedene Winkel, deren Differenz gleich dem Contingenzwinkel der 
Gratiinie dieser Fläche ist. 

IV. Ist die rectificirende Fläche ein Cylinder, also die 
Curve eine Helix, so laufen alle Hauptnormalen einer 
Ebene parallel. Die rectificirende Gerade steht nämlich senkrecht 
auf der Ebene der ganzen Krümmung, nämlich der Ebene, welche 
zweien aufeinanderfolgenden Hauptnormalen parallel ist. Sind nun 
die rectificirenden Geraden parallel, so sind auch alle diese Ebenen 
parallel und also alle Hauptnormalen parallel zu ihnen. 

V. Laufen die Hauptnormalen einer Curve einer Ebene 
parallel, so ist die rectificirende Fläche ein Cylinder und 
die Curve eine Helix. Diese Curven sind daher die einzigen, 
denen die Eigenschaft IV zukommt. 

VI. Ist die rectificirende Fläche ein Cylinder oder 

die Curve eine Helix, so ist das Verhältniss ihrer ersten 

und zweiten Krümmung oder das Verhältniss der diesen 

entsprechenden Eadien constant. Denn es ist: 

dz da dt r ^ „ 
ds ds da Q ^ ^ 

also constant, weil H constant ist. 

VII. Ist das Verhältniss der ersten und zweiten Krüm- 
mung einer Curve constant, so ist diese eine Helix.* Diese 
Curvengattung ist die einzige, der diese Eigenschaft zukommt. 



* Liouville, Note sur les courbes k double courbure in den An- 
merkungen zu seiner Ausgabe von Monge Applications u. s. w. S. 558, wo- 
selbst ein Brief von Serret über diesen und ähnliche Sätze abgedruckt ist. 
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Ist der Winkel H constant, so sind die Verhältnisse 

dx : de i dk = — '. — i ^ 

Q r M 

ebenfalls constant; es sei insbesondere 

dt . ^ 
dk 

Schneiden wir den rectificirenden Cylinder mit einer Ebene 

senkrecht zu den Erzeagungsliaien , so ist das Bogenelement dsQ 

dieses orthogonalen Schnittes die Projection des Bogenelements ds 

der Helix und mithin, da diese unter dem constanten Winkel H 

gegen die Erzeugungslinie geneigt ist, 

ds_ 1 _ ^ 
dsQ sin H s 

Es ist femer der Contingenzwinkel des orthogonalen Schnittes 

gleich dem Winkel zweier Tangentenebenen des Cylinders, und da 

dieser die rectificirende Fläche der Helix ist, gleich dk] daher ist 

der Krümmungshalbmesser Qq dieses Schnittes 

^^~ dk' 

Hieraus folgt in Verbindung mit dem Ausdrucke des Krüm- 

ds 
mungshalbmessers q für die Helix, (> = 3-' die Proportion: 

Q ds ^ dsQ ds dk 

Qq dt * dk dsQ dt 

und daher weiter mit Eücksicht auf die beiden vorigen Gleichungen 

d.h.: «' «*^'^ 

VlI. Ist die Curve eine Helix, so ist ihr Krümmungs- 
halbmesser proportional dem Krümmungshalbmesser des 
Orthogonalschnitts des rectificirenden Cylinders und wird 
erhalten, wenn man diesen durch das Quadrat des Sinus 
der Neigung der Helix gegen die Erzeugungslinien des 
Cylinders dividirt. 

I>a - = tgH, ^=^sinH 

ist, so folgt noch ^ 



sinH cosH 
Po 



^ stnH 

d. h.: auch der Schmiegungsradius und der Badius der 
ganzen Krümmung sind proportional dem Krümmungs- 

S c he 11, Theorie d. Garven. 2. Aufl. Q 
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halbmesser Qq des Orthogonalschnittes. Ist Qq constant, 
so sind also die Radien der drei Krümmungen der Helix 
constant. 

Vin. Sind der Krümmungshalbmesser und der Schmie- 
gungshalbmesser einer Curve beide constant, so ist die 
Curve eine Helix eines Kreiscylinders.* Denn es ist dann 

sowohl p »= T-f als auch r == t- constant, mithin auch — = 3- = 5m Jff. 
^ dz^ da ^ Q da 

Femer ist auch QQ=^Q'Sin^H constant, mithin der Orthogonal- 
schnitt ein Ejreis. 

Die Curven constanten Krümmungshalbmessers werden in den 
folgenden Capiteln nähere Berücksichtigung finden. 

IX. Lässt sich durch eine Curve eine abwickelbare 
Fläche legen, auf welcher sie kürzeste Linie ist, so ist 
diese Fläche die rectificirende Fläche derselben. Denn es 
stehen dann alle Hauptnormalen auf den Tangentenebenen der Fläche 
senkrecht. 

X. Lässt sich durch eine Curve eine abwickelbare 
Fläche legen, mit deren Erzeugungslinien sie Winkel 
bildet, die fortwährend um den Contingenzwinkel ihrer 
Gratlinie wachsen oder abnehmen, so ist die Fläche die 
rectificirende Fläche. Denn bei der Abwickelung der Fläche 
fallen die Tangenten der Curve zusammen. 

XI. Ist die rectificirende Fläche einer Curve eine 
Kegelfläche, so berühren die Tangenten der Curve eine 
mit der Kegelfläche concentrische Kugel. Denn da sich die 
rectificirende Gratlinie auf einen Punkt D, den Mittelpunkt des 
Kegels reducirt, so ist ihr Bogenelement (s. § 11) 

ds^ = dp : sinH ^ 0, also dp ^ 
und folglich p constant, d.h. der Abstand der Tangenten der Curve 
vom Mittelpunkte der Kegelfiäche ist constant, p = c. 

Die Abwickelung der rectificirenden Fläche zeigt, dass der 
Winkel H um den unendlich kleinen Winkel zunimmt, den die 
aufeinanderfolgenden Erzeugungslinien der Kegelfiäche mit einander 

bilden. Es wird daher einmal — tc; der Curvenpunkt hat alsdann 



* LiouviUe, Note sur les courbes ä double courbure, a. a. 0. p. 664; 
Bertrand, sur la courbe dont les deux courbures sont constantes. (Joum. 
de Mathäm. T. XIII, p. 423.) 
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von D den Abstand c und seine Lage ist ein Scheitel der kürzesten 
Linie, welche die Curve auf der Kegelfläche bildet. Rechnet man 
den Bogen s der Curve vom Scheitel, so zeigt die Abwickelung 
weiter, dass p : s = tg H = r : q^ d. h. dass sriQ^p für die 
kürzesten Linien auf Kegelfiächen charakteristisch ist. 

§ 14. Krümmungshalbmesser der Normalschnitte der 
rectificirenden Fläche. Die Normale der rectificirenden Fläche 
im Punkte M einer Curve ist gemeinschaftliche Hauptnormale für 
alle durch M auf der Fläche unter den verschiedenen Winkeln H 
gegen die Erzeugungslinie geneigten kürzesten Linien derselben. 
Die Krümmungshalbmesser dieser sind die Krümmungshalbmesser 
der Normalschnitte, welche sie berühren. Für den Krümmungshalb- 
messer Qq des Normalschnittes senkrecht zur Erzeugungslinie oder 
des Normalschnittes der stärksten Krümmung ergiebt sich, dA LdH 
sein Bogenelement und der Winkel der ganzen Krümmung dk sein 

Contingenzwinkel ist: 

LdH 

^o~ dk 

Für einen Normalschnitt, der den Winkel H mit der Erzeugungs- 
linie bildet, ist das Bogenelement LdH: sin H^ der Contingenzwinkel 
dk sin Hy mithin sein Krümmungshalbmesser 

LdH ,, . TT ^ X(ilf . , . Po 

p = — r— 5: : dk stnH = . »„ • ,, 1 mithin o = . " - 
^ sinH sm^H dk ^ sin^H 

Lisbesondere ist für den Normalschnitt, welcher durch die 
Binormale geführt werden kann, q = — J-^-- 

Da sinH=— ist, so hat man noch QQ=Qsin^H^= — 

§ 15. Einige Probleme über die Krümmung und Schmie- 
gung der Curven. Nach Cap. II, § 2 ist die Summe der Contingenz- 
winkel dv längs des Bogens MN einer Curve nach der Abwickelung 
der Tangentenfläche gleich der Differenz der Winkel v und fi, welche 
irgend eine Gerade der Ebene mit den Tangenten in N und M bildet. 
Ist diese Curve die rectificirende Gratlinie, so ist dt = dH und mit- 
hin die Summe ihrer Contingenzwinkel zwischen zwei Tangenten gleich 
H — -Hq, wenn H und Hq die Winkel dieser Tangenten mit den 
Tangenten irgend einer kürzesten Linie der rectificirenden Fläche sind. 
Rechnet man die Summe t der Contingenzwinkel von der Tangente der 
rectificirenden Gratlinie an, welche fi^ entspricht, so ist v^H — Hq. 

6* 
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Es ist aber t eine Fanetion des Bogens ö der Gratlinie und sei 

etwa tg{% + H^^igH^f{a). Nun ist aber fgH^- für die 

Curve, welche durch die Abwickelung der rectificirenden Fläche in 
die Gerade übergegangen ist, welche die kürzeste Linie darstellt. 

Daher wird — = /*(a) und kann die rectificirende Fläche zur Lösung 

der Aufgabe benutzt werden: diejenigen Curven zu finden, 

für welche das Verhältniss — ihres Schmiegungs- und 

Krümmungshalbmessers eine gegebene Function eines 
Parameters a ist. Sucht man nämlich die ebene Curve, zwischen 
deren Bogen <s und Summe der Contingenzwinkel H die Relation 
besteht: tgH=^f{a) und biegt sie nach irgend einem Gesetze, so 
dass ihre Tangenten aus der Ebene heraustreten und eine abwickel- 
bare Fläche bilden, so ist jede kürzeste Linie dieser abwickelbaren 
Fläche eine Lösung der Aufgabe. Es giebt auf jeder solchen Fläche 
unzählige Lösungen und giebt unzählige Flächen, nach welchen die 
rectificirende Gratlinie gebogen werden kann. 

Die Eettenlinie hat die Eigenschaft, dass die Tangente des 
Neigungswinkels der Berührungslinie gegen die Directrix dem 
Bogen a vom Scheitel der Curve ab gerechnet proportional ist. 
Wickelt man daher die Ebene dieser Curve so zu einer abwickel- 
baren Fläche auf, dass die Curve in die Gratlinie dieser Fläche 
übergeht, so ist das System aller kürzesten Linien einer solchen 

abwickelbaren Fläche eine Schaar Curven, für welche — eine lineare 

Function eines Parameters c ist. 

Wir wollen die Aufgabe dahin erweitern, dass — eine Func- 
tion f{s) des Bogens s der Curve selbst werden soll. Man 
hat hierfür ds - sinH ^ L - dH, 

Nun soll — = tgH'=f(s) werden; mithin ist — r^"^ f(/)^^ 

und durch Substitution von ds = . „ dH 

tgH 



welche Gleichung in Verbindung mit tg H = f(s) die rectificirende 
Gratlinie in der Abwickelung bestimmt, sobald für L und H Anfangs- 
werthe , entsprechend s = gegeben sind. 
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. Die allgemeinste Aufgabe, welche hier gestellt werden kann, 
ist: die Curven zu finden, für welche zwischen dem Krüm- 
mungs- und Schmiegungshalbmesser ^,r eine gegebene 
Relation f^Q^r) ^ besteht. Da q und r jedenfalls als Func- 
tionen des Bogens der Curve gedacht werden können, so kann, weil 
zwischen ihnen nur eine Bedingung besteht, eine von ihnen will- 
kürlich angenommen werden, z. B. r — 9(5); die andere q « tp(5) 
ergiebt sich alsdann aus dieser Belation. Man hat alsdann 

r ^ q>{8) 

und mithin , . 

Es kann L als Function von s bestinamt werden nach der oben 
entwickelten Methode. Die Gratlinie der rectificirenden Fläche kann 
wegen der Willkür von g>(s) beliebig gebogen werden.* 



Vn. Capitel. 

Die Fläcbe der Hanptnormalen oder Krftmmnngsbalbmesser. 

§ 1. Die Curve als asymptotische Linie der Fläche der 
Hauptnormalen. Die Fläche der Hauptnormalen oder Krümmungs- 
halbmesser einer Curve (M) doppelter Krümmung ist nach Cap. I, § 9 
windschief. Die Curve selbst ist der Durchschnitt dieser Fläche 
mit der rectificirenden Fläche sowohl als auch mit der Fläche der 
Binormalen. Sie schneidet die geraden Erzeugungslinien der Fläche 
rechtwinklig und ihre Schmiegungsebenen sind die Tangentenebenen 
der Fläche in den Durchschnittspunkten mit diesen; denn sie gehen 
durch die Tangenten zweier durch einen solchen Punkt auf der 
Fläche gezogenen Geraden, nämlich durch die Tangente der Curve 
und die gerade Erzeugun^slinie, welche ihre eigene Tangente ist. 
Die Binormalen sind Normalen der Fläche in den Punkten der Curve, 
da sie zu diesen Tangentenebenen senkrecht sind. 



* Eine analytische Behandlung dieser Frage wurde von Molins ge- 
geben. Vgl. Molins, De la d^termination, sous forme integrale des äquations 
des courbes dont le rayon de courbure et le rayon de torsion sont liäs par 
une relation donn^e quelconque. (Joum. de math^m. p. Liouville, Sme Särie, 
T. 19. p. 426--451.) 



1 
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Eine Ciirve auf einer Fläche, deren Schmiegungsebenen Tan- 
gentenebenen der Fläche sind, heisst eine asymptotische Linie dieser 
Fläche. Die Tangente einer asymptotischen Linie berührt die Fläche 
dreipunktig. Für die windschiefe Fläche kann die Existenz der 
asymptotischen Fläche auf folgende Weise leicht dargethan werden. 
Durch drei aufeinanderfolgende Erzeugungslinien der Fläche g^ g\ ^r" 
ist ein einfaches Hyperboloid bestimmt; die drei Erzeugungslinien 
gehören der einen Schaar Geraden desselben an, die andere Schaar 
wird von sämmtlichen Geraden gebildet, welche diese drei schneiden. 
Durch jeden Punkt M der Erzeugungslinie g gehen daher zwei Ge- 
rade dieses Hyperboloids, nämlich g selbst als Gerade der einen 
und die Gerade, welche ausser g noch g^ und g^ schneidet. Diese 
beiden Geraden haben mit der Fläche drei aufeinanderfolgende Punkte 
gemein, nämlich die Erzeugungslinie fällt ganz in die Fläche und 
die zweite Gerade trifPt die Fläche in den drei Punkten, die sie 
mit dem Hyperboloid gemein hat. Diese Punkte seien Jf, M\ y!\ 
Construirt man in M^ wiederum das Hyperboloid, welchem die Er- 
zeugungslinien g\ <jr" und eine weitere Erzeugungslinie ^ angehören, 
so giebt es durch M^ eine Gerade, welche g\ g^\ ^ in M\ Jf", ft'" 
schneidet; ebenso in M}^ eine, welche die Fläche in M}\ M^'\ ft^^ 
trifft U.S. f. Die Punkte M, M\ M'\ M'" . . . bilden eine Curve, 
deren Tangenten die Fläche dreipunktig berühren, d.h. eine asymp- 
totische Linie. Durch jeden Punkt M der Erzeugungslinie g geht 
eine asymptotische Linie. Die Tangenten dieser verschiedenen 
asymptotischen Linien schneiden g unter verschiedenen Winkeln. 
Unsere Curve bildet auf der windschiefen Fläche ihrer Haupt- 
normalen eine asymptotische Linie, deren Tangenten die Erzeugungs- 
linien dieser Fläche rechtwinklig schneiden. 

Die Fläche der Hauptnormalen einer Curve kann niemals eine 
Fläche 2*®' Ordnung, d.h. ein einfaches Hyperboloid oder ein hyper- 
bolisches Paraboloid sein. Denn für ii'gend eine Erzeugungslinie 
einer solchen Fläche ist die asymptotische Linie irgend eines ihrer 
Punkte die Gerade dieses Punktes, welche der Schaar angehört, in 
welche die Erzeugungslinie nicht gehört; sie schneidet nämlich je 
drei aufeinanderfolgende Erzeugungslinien. Sie ist aber keine Curve 
im eigentlichen Sinne. 

Sind die drei aufeinanderfolgenden Erzeugungslinien g, g\ ^" 
einer Ebene parallel, so wird das der windschiefen Fläche sich an- 
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schmiegende Hyperboloid ein hyperbolisches Paraboloid. Auf den 
hier entwickelten Satz werden wir später zurückkommen, wenn wir 
die Curven gemeinschafklicher Hauptnormalenfläche behandeln. 

§ 2. Die Curve der Erümmungsmittelpunkte. Ausser 
der primitiven Curve liegen auf der Fläche der Hauptnormalen noch 
zwei besonders ausgezeichnete Curven: die Curve der Erümmungs- 
mittelpunkte und die Strictionslinie dieser Fläche. Die Curve der 
Erümmungsmittelpunkte ist der Durchschnitt derselben mit der 
Fläche der Erümmungsaxen. Das Bogenelement CC^ und also die 
Tangente im Punkte C dieser Curve fällt in die Normalebene der 
primitiven Curve (M)^ daher kreuzen sich die Tangenten beider 
Curven rechtwinklig. Die Normalebene der Curve C steht 
senkrecht auf der Normalebene von (M)^ ist also parallel der 
Tangente von (M), Nun ist nach Cap. V, § 3 die Tangente von (C) 
zugleich Tangente an einen über dem Eadius MK der Schmiegungs- 
kugel als Durchmesser construirten Ereis, daher geht die Normal- 
ebene von (C) durch die Mitte des Badius der Schmiegungs- 



kugel von {M). Das Bogenelement CC ^^ ds der Curve (C) ist 
leicht mit Hülfe der dortigen Betrachtungen zu finden. Es ist 
nämlich das Element jenes Ereises und über ihm steht als Peripherie- 
winkel der Schmiegungswinkel da, daher ist dasselbe gleich 
dem Producte des Radius der Schmiegungskugel und des 

Schmiegungswinkels, d.h. es ist 

♦ ^ 

ds ^ B ' da ^ — ' ds, 

r 

Die Tangente der Curve (C) bildet mit der Erümmungsaxe den- 
selben Winkel fi, unter welchem der Eadius der Schmiegungskugel 
gegen die Schmiegungsebene und den Erümmungshalbmesser geneigt 

ist. (Cap.V, §2.) Ist f* = p so läuft ^^e-^^- 

sie mit dem Badius der Schmiegungs- 
kugel parallel, ist ft ^j, so schneiden 

sich beide in einem Punkte ü (Fig. 30) 
auf der einen oder andern Seite der 
Hauptnormalen und bilden mit dieser 
ein Dreieck M'CUj in welchem im einen 

TT 

Falle zwei Winkel gleich fi und — + fi, im andern Falle gleich n — (a 
und "ö "~ 1"* sind, daher ist jeder Winkel M^ÜC -= ± ( -ö — ^fi )• 
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Mit dem Erümmangshalbmesser and der Schmiegungs- 

ebene bildet die Tangente an (C) den Winkel - — ft^ da sie 

mit ihm und der Erümmungsaxe, mit der sie den Winkel fi bildet, 
in derselben Ebene, der Normalebene, liegt. 

§ 3. Neigung der Tangente der Curve der Krümmungs- 
mittelpunkte gegen die rectificirende Gerade. Um den 
Neigungswinkel J der Tangente der Curve (C) gegen die rectificirende 

Gerade zu finden, ziehen wir durch C eine Parallele 
CD zu dieser (Fig. 31). Die Tangente von C, die 
Krümmungsaxe und diese Linie CD bilden eine drei- 
fiächige Ecke und in dem dieser entsprechenden phäri- 

sehen Dreiecke C'KD ist die Seite KD «= — — IT, 

weil CD parallel der rectificirenden Geraden und die 
Erümmungsaxe CK parallel der Binormalen ist, 
KC'^ fi, Cd =« I und der dieser Seite gegenüber- 

Hegende Winkel C^KD = ^ ^, weü die Ebene C'CK die Normal- 

ebene und die Ebene KCD der rectificirenden Ebene parallel ist. 
Aus diesem Dreieck folgt 

cosl^ cosa ' sinH ^ ~i - — = -^ 
d.h.: * ' ^ 

Der Cosinus der Neigung der Tangente an die Curve 
der Krümmungsmittelpunkte gegen die rectificirende Ge- 
rade wird durch das Yerhältniss des Radius der ganzen 
Krümmung zum Radius der Schmiegungskugel angegeben. 

Für den speciellen Fall ft « 0, in welchem die Curve (K) der 
Schmiegungskugelmittelpunkte mit der Curve der Krümmungsmittel- 
punkte zusanmienfällt, wird der Krümmungshalbmesser q constant^ 

( Cap. V, § 2, ^ ~ ^ ) ? der Kalbmesser der Schmiegungskugel ihm 

gleich und die Krümmungsaxe Tangente an (C). In diesem Falle 
werden die Winkel ^ und H complementär. Man sieht dies auch 
unmittelbar, wenn man bedenkt, dass die Krünmiungsaxe der Binor- 
malen parallel ist. 

§ 4. Contingenzwinkel der Curve der Krümmungs- 
mittelpunkte. Neigung der Schmiegungsebene derselben 
gegen die Normalebene. Neigungen der Tangenten und 
Schmiegungsebenen der Curven (C) und (M) gegeneinander. 
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Um den Contingenzwinkel dt der Curve (C) zu finden, seien (Fig, 32) 
CTj C'T' die beiden aufeinanderfolgenden Tangenten, die ihn bilden, 
CK^ C^K' die Erünunungsaxen, welche durch deren Berührungspunkte 
C, C gehen und um C^ mit der Linieneinheit eine Kugel beschrieben, 
auf welcher die Geraden C'T, C'T\ C'K' das sphärische Dreieck TT'K 

bestimmen. In diesem ist TT = dr, TK^ jx + dtf, T K= fi + d^n^ 
<)C TKT^ = (fr, nämlich gleich dem Winkel zweier Normalebenen 
TCK, T'C^K^ der Curve (M). Fällt man ' Fig. 82 

von T' auf die Gegenseite TK das Perpen- 
dikel T'Q, so wird T§ = ± (da - d(i) und 
T'ö =^sin(i ' dr und folglich 



Für die Curven von constantem Krümmungs- 



halbmesser ist |tc == 0, mithin 6?r = d<y, wie 

auch einleuchtet^ wenn man bedenkt, dass 

der Contingenzwinkel der Curve (K)^ welche 

in diesem Falle mit der Curve (C) zusammenfallt, gleich dem Schmie- 

gungswinkel der Curve (M) ist. Aus dem Dreieck TQT^ erhält man 

noch den Neigungswinkel T^TQ = X der Schmiegungsebene 

der Curve (C) gegen die Normalebene der Curve (M), nämlich 




sinfi • dt 



dt 



^^ ^ dü^dii ' ^'""^ ^ ^'"'^l,' 



cosk ^ 



da — dfi 

• • - ■ M^— I 

dt 



Fig 88 



Hiermit kann die Neigung der Tangente der Curve (Jit) gegen die 
, Schmiegungsebene der Curve (0) erhalten werden. Construirt man 
nämlich im Krümmungsmittelpunkte C 
|(Fig.33) ausser der Hauptnormalen CN 
id der Krümmungsaxe CK noch eine 
parallele CT zur Tangente der Curve (M) 
id beschreibt um C mit der Einheit als 
!>adius eine Kugel, so bestimmen diese 
Irei Geraden auf ihr ein Oktantendreieck 
'NK, dessen Seiten TN, NK, KT die 
Ichmiegungsebene, Normalebene und 
le zur rectificirenden Ebene parallele 
ibene darstellen. Die Tangente CTq der Curve ((7), welche in der 
[ormalebene liegt, bestimmt auf NK den Punkt Tq und der 
>gen jT^yd, welcher mit NK den Winkel k bildet, repräsentirt die 
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Schmiegangsebene der Curve (C). Das sphärische Perpendikel Ty 
stellt die Neigung der Tangente der Curve (-M) gegen die Schmie- 

gungsebene von {G) dar. In dem Dreieck TT^y ist TT^=^ — n und 
<): TT^y = ^ Tc — ;l und daher 

sin Ty '^ sin — 7t cos k ==^ cos X und cos Ty=^ sink ^ sin [a • -q-- 

^ dt 

Die Neigung der Tangente von (C) gegen die Schmiegungs- 
ebene TN von (M) ist TqN =^ —n — fi, also cosTqN = sin fi und 

<^a^er cosTy _ dt 

co8T^N~ J^ ' 
d. h.: ' ^^ 

Die Curve (iüf) und die Curve (C) ihrer Krümmungs- 
mittelpunkte sind zwei Curven der Art, dass die Cosi- 
nusse der Neigung der Tangente jeder von ihnen gegen 
die Schmiegungsebene der anderen in demselben Ver- 
hältniss stehen, wie ihre ContiDgenzwinkel.* 

Auch sieht man aus dem rechtwinkligen Dreieck TqKö^ dass 
der Neigungswinkel v der Schmiegungsebene der Curve (0) gegen 
die rectificirende Ebene gefunden wird durch cos v = sin l cos [i] 
sowie dass für die Neigung co der Schmiegungsebenen beider Curven 
(ilf) und (C) gegen einander die Relation gilt: 

cosG) = sin k sinu. = cos Ty • cos Tf.N. 
d. h.: / ü 

Der Cosinus der Neigung der Schmiegungsebene beider 
Curven (Jf) und (C) ist das Product der Cosinusse der 
Neigungen der Tangente je einer von ihnen gegen die 
Schmiegungsebene der andern. 



§ 5. Der Schmiegungswinkel da der Curve C ergiebt sich 

aus dem Winkel A mit Hülfe von Betrachtungen, wie in Cap. ÜI, 

§ 5. Es ist nämlich 
^ 

da ^ ± dk + cos [A ' dt. 
Zum Beweise dieser Behauptung wollen wir einen Satz ent- 
wickeln über den Aussen winkel eines sphärischen Dreiecks, in welchem 



* Molins hat diesen und den folgenden Satz analytisch bewiesen in 
seiner Abhandlung: Sur quelques nouvelles proprio t^s de lieu des centres 
de courbure des courbes gauches. (M^m. de l'Acadämie des sciences etc. 
de Toulouse, 8i*me Särie, T. X, p. 400 — 409.) (1888.) 
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ein innerer Winkel und seine Gegenseite unendlich klein sind. 
Bedeutet A den Inhalt des sphärischen Dreiecks ABC (Fig. 34) und 
A! den Nebenwinkel von A^ so ist 

.1 + 5 + C = 2(7e + A), A-\- J.'= TT, 

mithin j^^ 5 + - (2 A + 7t). 

Fällt man nun von der Ecke A auf die gegen- 
überliegende Seite BC das Perpendikel AP^ so 
ist für den Fall, dass der Winkel C und seine 
Gegenseite c = AB unendlich klein werden, das 
Dreieck ABF selbst unendlich klein und sein 
Inhalt wegen 

sin AP =- sine ' sin B und tg BP = tgc - cosB 

von der Ordnung c^ und kann mithin der Inhalt des rechtwinkligen 
Dreiecks APC = A' den Inhalt des Dreiecks ABC = A vertreten. 
Nun ist aber für A', wenn Winkel PAC = a gesetzt wird, 

€i + ^n+ 0=-2(jr+ A') 

und folglich, indem man hieraus den Werth von 2A' in die obige 
Gleichung für 2A einsetzt, 




Ä'^B+[^.-a) 



Wir hätten bereits Cap. III, § 5 diesen Satz in Anwendung 
bringen können; es war jedoch nicht noth wendig, da dort unmittelbar 
sich ergab, dass der Winkel ST'Q^ der dort die Bedeutung des hier 

gebrauchten cc hat, gleich — jt ist, weil Bogen ST'= — n war. 

In Bezug auf den Schmiegungswinkel da hat man nun (Fig. 32), 
wenn Tr, TV die beiden aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen der 
Curve (C) bezeichnen und ß der Aussenwinkel des Dreiecks KTT^ ist, 



/a = ± [/3 - (A + dfA)] und ß ^ k + (^n - KT'q\ 



mithin 



da ^±dl+ {^n - KT^Q\ 



Daher wird 

sin{da^^dk) = cosKT^Q = cotg{fi + d^i) • tgT^Q 

= cotg(i ' T^Q = cotgfi' sin fi- dz ^003^1 -dz 
und mithin 
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dö =^ ± dl -\- cos fi • dx^ 



worm 

d 



(sififi • dxX 

1 -L Z^^'* * dzy 
zu setzen ist (§ 4). \<i<y-d^/ 

§ 6. Krümmungen der Curve C. Mit Hülfe der Werthe 



für ds^dx^da können die Fragen über die Krümmung der Curve {G) 

erledigt werden. Insbesondere ist der Ejrümmungshalbmesser 

« 
_ ^ B'da 

Um diesen Ausdruck zu interpretiren, schreiben wir ihn um, 
nämlich so: , i^g ^aa-dfiy , /änfidx\i 

Aus Fig. 32 ist ersichtlich, dass die Curve (Cf) durch Ab- 
wickelung der Fläche der Krümmungsaxen in eine ebene Curve 



übergeht von demselben Bogenelement ds^ wie die Curve ((7), aber 
einem Contingenzwinkel gleich da — d(A. Ist daher qi deren Krüm- 
mungshalbmesser, so stellt 1 d(f — dfi 

die Krünmiung der abgewickelten Curve (C) dar. Legt man femer 
durch die Tangente der Curve (C) den Normalschnitt der Fläche 



der Krümmungsaxen, so hat auch dieser das Bogenelement ds, aber 
sein Contingenzwinkel wird, wie aus derselben Figur erhellt, gleich 
sin (i ' dz. Ist also q'' sein Krümmungshalbmesser, so ist 

1 sififi • dt 

^ JT 

seine Krümmung. Daher lautet die gedachte Interpretation so: 

Das Quadrat der Krümmung der Curve (Cf) der 
Krümmungsmittelpunkte ist die Quadratsumme der 
Krümmungen der mit der Fläche der Krümmungsaxen 
abgewickelten Curve (Cf) und der Krümmung des Normal- 
schnitts der Fläche der Krümmungen, welcher durch 
die Tangente der Curve (Cf) geführt werden kann. 

In dem Falle, dass die Curve constanten Krümmungshalbmesser 

♦ 
besitzt, also für fi = wird q = B = q. In diesem Falle haben 

die Curve (M) und die Curve ihrer Krümmungsmittelpunkte gleiche 
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Kriilnmangshalbmesser rmd besitzen überhaupt sehr interessante Be- 
ziehungen, die wir im folgenden Capitel entwickeln wollen. 

§ 7. Umkehrung des Problems der Curve der Krüm- 
mungsmittelpunkte oder der Hauptnormalen. Zu jeder Curve 
(M) gehört eine bestimmte Fläche der Hauptnormalen und auf ihr 
eine bestimmte Curve (C) der Krümmungsmittelpunkte, welche 
der Durchschnitt der Fläche der Krümmungsaxen mit dieser Fläche 
ist. Umgekehrt gehören zu jeder Curve (Cf) als Ort der Krümmungs- 
mittelpunkte unzählig viele Curven (itf) und Flächen ihrer Haupt- 
normalen. Um zu einer Curve (Cf) irgend eine der Curven (Jif) 
zu finden, für welche sie Ort der Krümmungsmittelpunkte ist, sei 
(7, C\ (7",. . . die continuirliche Folge ihrer Punkte und ziehen wir 
in diesen die Tangenten CT, C'T\ C"T^',, . ., welche die Richtung 
der Bogenelemente CC\ C'C'\ C"C"' . . . sind. Durch diese Tan- 
genten legen wir eine continuirliche Folge von Ebenen £, s\ e", . . . 
Dieselben bilden eine abwickelbare Fläche Fj schneiden sich paar- 
weise aufeinanderfolgend in Geraden k, k\ A/', . . . und sind die 
Schmiegungsebenen einer Curve (J?), welche von diesen Geraden in 
Punkten K, K\ K'' , . . berührt wird. In jeder dieser Ebenen s 
ziehen wir durch den Punkt C zu der durch ihn hindurchgehenden 
Geraden k die Normale n und legen durch die Punkte C, C\ K 
einen Kreis, welcher die Normale n ausser in C noch in einem 
Punkte M schneiden wird. Dieser Kreis berührt die Curve (Ü) in 
C und ist CM ein Durchmesser desselben, welcher mit n denselben 
Winkel fi bildet, den das Bogenelement CC^ mit k amschliesst. 
Die Folge der Punkte M bildet eine Curve (Jf), deren Krümmungs- 
mittelpunkte die Punkte C, deren Normalebene die Ebene £, deren 
Hauptnormalen die Geraden n, deren Krümmungsaxen die Geraden k 
und deren Schmiegungskugelmittelpunkte die Punkte K sind. 

Zum Beweise wickeln wir die Fläche F mit der Ebene b ab, 
d.h. wir lassen c berührend über F hingleiten, sodass sie successive 
um die Geraden k rotirt und dadurch zum Zusanmienf allen mit 
f', e", . . . gelangt. Bei diesem Process der Abwickelung bildet sich 
die Fläche F auf e ab (s. Cap. IV, § 10). Die Curve {C) geht in 
eine ebene Curve (y), die Curve (ä) in eine zweite ebene Curve (Je) 
über. Die Normalen n werden zu Strahlen v eines Punktes |m, 
welcher die Abbildung vom Punkte M ist und die Geraden k bilden 
sich als die Tangenten k der Curve (y) ab und stehen senkrecht 
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auf der Geraden v. Der Punkt (i wird daher der Pol, in Bezug 
auf welchen die Curve (y) die Fusspunktcurve von (k) ist. Während 
die Ebene e durch die Eotation um k in die Lage e' gelangt, be- 
schreibt der Punkt (i ein Bogen element MM^ der Curve {M) als 
Element eines Kreises, dessen Mittelpimkt C ist und dessen Ebene 
senkrecht auf k steht. Dies Element steht senkrecht auf e und ist 
also € seine Normalebene in Jf. Botirt hierauf die Ebene e um 
die folgende Gerade k\ so beschreibt fi ein zweites Bogenelement 
M'M'*, welches auf e' senkrecht steht und als Element eines um 
C' beschriebenen Kreises anzusehen ist, dessen Ebene zu k* senkrecht 
ist. Da beide Ebenen Sy s' durch k hindurchgehen^ so stehen sie 
beide auf der Ebene MCM' senkrecht imd föUt das Element M^M" 
in diese Ebene hinein und kann, da es senkrecht zu M'C ist, als 
zweites Element des um C beschriebenen Kreises angesehen werden, 
welcher die drei Punkte Jf , M\ JLf" mit der Curve (JH) gemein hat und 
mithin der Krümmungskreis dieser Curve in M ist. Sein Mittelpunkt 
C ist daher der Krümmungsmittelpunkt in M, Dieselbe Construction 
wiederholt sich in allen Lagen der beweglichen Ebene s und er- 
kennt man, dass die Curve (Ö) in der That die Curve der Krüm- 
mungsmittelpunkte der Curve (-M) ist. 

Die Bogenelemente MM\ M'M'' stehen auf den Ebenen f, e' 
senkrecht und bilden daher denselben Winkel mit einander, wie 
diese Ebenen. Daher ist der Contingenzwinkel der Curve (J5f) gleich 
dem Schmiegungswinkel der Curve (ä). Die Geraden Jf'C, M'G^ 
stehen senkrecht auf Ä, k' imd bilden also denselben Winkel, wie 
diese. Sie stehen aber auch senkrecht auf dem Elemente M*M'\ 
in welchem sich die Ebenen der Krümmungskreise schneiden, deren 
Mittelpunkte (7, C' sind. Sie bilden daher den Schmiegungswinkel 
der Curve (M) und dieser ist daher gleich dem Contingenzwinkel 
{kk') der Curve (Z). Die Curve {M) imd die Curve (-K) haben daher 
die Contingenz- und die Schmiegungswinkel verwechselt gleich und 
sind die Tangenten von {K) die Durchschnittslinien der Normal- 
ebenen von (C). Daher ist die Fläche F die Fläche der Krüm- 
mungsaxen von (M), Daher ist die Curve (Z) der Ort der Mittel- 
punkte der Schmiegungskugeln von {M), Die Curve (M) ist aber 
die einzige Curve auf der Fläche der Geraden w, welche ihre Haupt- 
normalen und deren Schmiegungskugelmittelpunkte die Punkte K 
sind. Denn nur fCLr sie bilden die Badien KM mit den Schmiegungs- 
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ebenen dieselben Winkel fi, welche die Krümmungsaxen k mit den 
Elementen der Curve {€) bilden. 

Sobald die abwickelbare Fläche jP, welche durch die Curve (C) 
geht, bestimmt ist, ist auch die Curve (JJf) bestimmt, deren Krüm- 
mungsmittelpunkte die Punkte von (C) sind. Da sie beliebig ge- 
wählt werden kann, so hat das Problem, zu einer Curve (C) eine 
Curve (M) zu finden, deren Krümmungsmittelpunktscurve (Ü) ist, 
unendlich viele Lösungen. Unter den Flächen F giebt es aus- 
gezeichnete. So z. B. ist eine solche die rectificirende Fläche von 
((7). Für sie wird die ebene Curve (y), in welche {G) durch die 
Abwickelung übergeht, eine Gerade und die ebene Curve (ä), deren 
Fusspunktcurve (y) für den Punkt |x der Pol wird, eine Parabel 
mit fi als Brennpunkt und (y) als zugehöriger Directrix. 

Verbiegt man daher ein Parabel so, dass ihre Tan- 
genten eine abwickelbare Fläche bilden, so beschreibt ihr 
Brennpunkt eine Curve, deren Krümmungsmittelpunkte 
auf der geodätischen Linie dieser Fläche liegen, in welche 
die Directrix der Parabel hierbei übergeht. 

Andere Specialfölle ergeben sich, wenn für F eine Kegelfläche, 
oder Cylinderfläche, oder eine Fläche gewählt wird, welche mit den 
Schmiegungsebenen von {O) constanten Winkel bildet.* 

§ 9- Die Strictionslinie der Fläche der Hauptnor- 
malen. Auf der Fläche der Hauptnormalen liegt ausser der pri- 
mitiven Curve (M) und der Curve ihrer Krümmungsmittelpunkte noch 
eine dritte ausgezeichnete Curve, die Strictionslinie (E) dieser 
Fläche. Da nämlich zwei aufeinanderfolgende Hauptnormalen sich 
nicht schneiden, so giebt es auf ihnen zwei Punkte E^ e kürzesten 
Abstandes; ebenso liegen auf der zweiten von ihnen und einer fol- 
genden dritten zwei analoge Punkte E\ e\ desgleichen auf der 
dritten imd vierten die Punkte JBJ", e" von derselben Bedeutung u. s. f. 
Die Folge der Punkte E^ E\ E'\ . . . , nämlich der Punkte kürzesten 
Abstandes jeder Hauptnormalen von der folgenden fällt in der 
Grenze mit der Folge der Punkte e, e', e'. . ., nämlich der Punkte 
kürzesten Abstandes jeder Hauptnormalen von der vorhergehenden 
zusammen. Sie bildet eine Curve, welche die Strictionslinie der 

* Pirondini, sul problema di trovare la curva di cui e noto il luogo 
de' sui centri di curvatura. (Annali di matem. pura ed appl. Ser. II, 
T. XVn, p. 66—79.) (1889.) 



1 
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Fläche genannt wird. Jede windschiefe Fläche hat eine Strictions- 
linie; sie hat für diese Flächen ungefähr die Bedentang, welche die 
Gratlinie för die abwickelbaren Flächen hat. Sie bildet im All- 
gemeinen einen veränderlichen Winkel mit den Erzengnngslinien. 
Ist der Winkel constant und ein rechter, so hat die Fläche eine 
„orthogonale Striction", ist der Winkel Null, so fällt das 
Element der Strictionslinie und mit ihm seine Tangente in die Er- 
zeugungslinie, die Erzeugungslinien sind also Tangenten an die 
Strictionslinie und die Fläche geht über in eine abwickelbare Fläche. 
Man kann also jede abwickelbare Fläche als eine windschiefe an- 
sehen mit verschwindendem Strictionswinkel. 

Die kürzeste Linie zwischen zwei sich im Baume kreuzenden 
Geraden ist senkrecht zu beiden, nämlich senkrecht zur Ebene, 
welche beiden parallel läuft. Nun ist die rectificirende Gerade senk- 
recht zu zweien aufeinanderfolgenden Hauptnormalen oder senkrecht 
zur Ebene der ganzen Erünmiung, daher ist der kürzeste Ab- 
stand zweier Hauptnormalen parallel der rectificirenden 
Geraden und senkrecht zur Ebene der ganzen Krümmung. 
Sind jEJ, e (Fig. 35) die Punkte kürzesten Abstandes der Haupt- 
normalen in den Punkten Jf, M\ ist M^B die rectificirende Gerade und 

p. 35 durch ME die Ebene 

J^ I ganzer Krümmung parallel 

zu M^E^ geführt, welche 
die rectificirende Gerade in 
N rechtwinklig schneidet, 
so wird EN parallel M^E^ 
und der WmVe[MEN=dk^ 
d. h. gleich dem Winkel der 
ganzen Krümmung. Man 
erhält daher für den kürzesten Abstand Ee der beiden Haupt- 
normalen, den wir da nennen wollen: Ee = M'N = MM' - cos H^ 

da = ds cos H = — ds = Bda = —^ dt = — dk 

r r r 

und für die Entfernung EM des Punktes E der Strictionslinie von 
der primitiven Curve üf, die mit u bezeichnet werden möge, aus 
der Gleichung MN = ds sinH = EM • dk (es steht nämlich 
die Ebene JDNE senkrecht auf der rectificirenden Ebene, daher ist 

<)-MNE^^7t) 
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u = ^- sinH = ,,, = RsinH = Q sin^ H = — j R^= uq, 
d. h.: 

Der Eadius der ganzen Krümmung ist das geome- 
trische Mittel zwischen dem Krümmungshalbmesser und 
dem Abstand der Strictionslinie auf der Fläche der Haupt- 
normalen von der primitiven Curve. 

Hieraus folgt, dass u niemals grösser als R sein kann, und da 
R niemals grösser als q ist, dass der Abstand der Strictionslinien 
nie grösser als der Krümmungshalbmesser sein kann. Nun kreuzt 
die Tangente der Curve (0) der Krümmungsmittelpunkte die Tangente 
der Curve (M) rechtwinklig, projicirt man daher diese Tangente und 
die Linie Ee kürzesten Abstandes auf die rectificirende Ebene, so 
fallen die Projectionen mit der Binormalen und rectificirenden Ge- 
raden zusanamen und es geht die Projection von Ee zwischen der 
Tangente von (M) und der Projection der Tangente von (C) hindurch. 
Hieraus folgt, dass die Projectionen der Punkte M' und C" auf 
irgend eine durch den Krümmungshalbmesser ME gehende Ebene 
auf entgegengesetzten Seiten von ME fallen, dass mithin E, die 
Projection von e auf die Ebene der ganzen Krümmung zwischen M 
und C liegen muss, d.h.: 

Die Punkte E kürzesten Abstandes auf den Krüm- 
mungshalbmessern liegen zwischen den Punkten der Curve 
(Jlf) und den Krümmungsmittelpunkten C. Die Strictions- 
linie liegt daher auf der Fläche der Krümmungshalbmesser 
immer in^ dem Baume zwischen den Curven (jM) und (C). 

Der Punkt E theilt den Krümmungshalbmesser MC= q in einem 
leicht zu ermittelnden Verhältniss. Es ist nämlich 

EM = u == Q sin^H 
und 

EC = Q'-u=^Q — Q sin^H = q cos^H, 

mithin 

EM « r* 

d.h.: 



EC "^ " "« 



Das Verhältniss der Entfernungen der Punkte kürzesten 
Abstandes von den Punkten der Curven (j3f) und (C) ist gleich 
dem quadratischen Verhältniss des Schmiegungsradius und 
Krümmungsradius. 

Schell, Theorie d. Carven. 2. Aufl. 7 
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Wir fanden (§ 8) 




da = 


= Rdö ^ — dt — — dk. 
r r 


Hieraus folgt: 


da -. ds 




da dk 




da Mq 




dt r 




da JB» 




dk r 




-B* 

a A\a T.onrro lt. laa« 



Fig. 86. 




in dem Gap. II, § 12 oonstniirten Dreieck dar- 
stellen. 

Ist nämlich (Fig. 3^) AB = q, BC^r, 



so wird BD = JR = 



da . _, Mo da 

3—7 AJJ = — == x~» 
da r dt 



2)17=— =w und 2)2^= — = -^• 
Q r dk 

Legt man durch die Linie JSe (Fig. 37) des kürzesten Abstandes 
zweier Hauptnormalen eine Ebene senkrecht zur ersten Haupt- 
normale, so steht sie senkrecht auf der Schmiegungsebene und schneidet 

Fig. 87. sie in einer Geraden EV, 

welche parallel der Tan- 

j^ ^ \—-g. gente in M läuft. Eine 

Parallele M^ V zur ersten 
Hauptnormalen MC wird 
von ihr in einem Punkte 
Y und die Projection Jf ' C 
der zweiten Hauptnormalen auf die erste Schmiegungsebene in einem 
Punkte Q getroffen, sodass eQ senkrecht zur Schmiegungsebene ist. 
Da die Ebene VM'e die Eichtung der Ebene der ganzen Krümmung 
hat, so steht Ee senkrecht auf ihr und das Dreieck EeV ist also 
bei e rechtwinklig, und Winkel eEQ = H. Nun hat man 

eQ = M^e • da = M^Q • da = ME • da == uda 

QY^M^Q'dT = udT 

mithin 

QV _ dt ^ r 
da 




eQ 



Q 



— 99 — 



Femer ist 
und 



EQ=^EC'dx 
QV^EM' dz 

mithin -^^2 . ^^2_ EC'EM' dx^ 

oder EM 



~ [da) ~ Q* 



EC 
wie wir oben fanden. 

§ 9. Ort der Mittelpunkte stärkster Krümmung der 
rectificirenden Fläche. Die Ebene der ganzen Krümmung 
schneidet die Schmiegungsebene im Krümmungshalbmesser und bildet 

mit ihr den Winkel — — JET, nämlich denselben Winkel, welchen die 

auf diesen beiden Ebenen senkrechten Geraden, die rectificirende 
Gerade und die Binormale miteinander bilden. 

Da die Ebene der ganzen Krümmung senkrecht zur rectifici- 
renden Geraden ist, so schneidet sie die rectificirende Fläche in einem 
Hauptnormalschnitt stärkster Krümmung, dessen Element Jf iV(Fig. 35) 
ist. Da ME Normale der rectificirenden Fläche und in dem Dreieck 
ME N die Linien ME und NE gleich sind, so ist E der Krümmungs- 
mittelpunkt und ME = u der Krümmungshalbmesser dieses Schnitts, 
d.h.: 

Die Strictionslinie ist der Ort der Mittelpunkte 
stärkster Krümmung für die rectificirende Fläche in den 
Punkten der Curve M. 

Die Ebene, welche durch die Linie kürzesten Abstandes und 
die rectificirende Gerade geht, ist senkrecht zur rectificirenden Ebene, 
weil sie die Hauptnormale enthält. Nun ist die rectificirende Ebene 
Schmiegungsebene der rectificirenden Gratlinie; daher ist jene Ebene 
die rectificirende Ebene der rectificirenden Gratlinie. Sie ist die 
Tangentenebene der Fläche der Hauptnormalen im Fusspunkte E 
des kürzesten Abstandes Ee dieser Hauptnormalen von der folgenden 
Hauptnormalen. Der Punkt E ist der Centralpunkt und sie die 
Centralebene der Hauptnormalen. Als Tangentenebene in E enthält 
sie die Richtung EE' der Tangente der Strictionslinie. Die folgende 
rectificirende Ebene der rectificirenden Gratlinie geht durch den 



- - . > 



V J 

4 V 
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kürzesten Abstand E^e^ der folgenden Hauptnormale von der dritten 
Hauptnormale und durch die zweite rectificirende Gerade der Curve (itf). 
Die Schnittlinie beider rectificirenden Ebenen der rectificirenden 
Gratlinie geht daher durch den Schnittpunkt 2> der beiden rectifici- 
renden Geraden von M und durch den Punkt E\ Da dieser aber 
mit E zusammenföillt, so folgt, dass die rectificirende Gerade 
der rectificirenden Gratlinie der Curve (Jf) die Punkte D 
und E^ nämlich den Punkt Z> der rectificirenden Gratlinie 
und den Centralpunkt der Hauptnormalen verbindet. Diese 
Gerade erzeugt eine abwickelbare Fläche, welche von den rectifici- 
renden Ebenen der rectificirenden Gratlinie von M längs ihr berührt 
wird. Diese Fläche ist die rectificirende Fläche der rectificirenden 
Gratlinie und enthält also nach Gap. VI, § 7 die Mittelpunkte stärkster 
Krümmung der rectificirenden Fläche. Nennt man den Ort der Mittel- 
punkte stärkster oder schwächster Krümmung einer Fläche eine Evo- 
lutenfläche jener, so ist die vorliegende Fläche die zweite Evoluten- 
fläche von der Tangentenfläche der Curve (Jlf). 

Die Ebene der ganzen Krümmung erzeugt ebenfalls 
eine abwickelbare Fläche. Sie ist die Asymptotenfläche 
der Fläche der Krümmungshalbmesser. Eine Ebene nämlich, 
welche durch die Erzeugungslinie einer windschiefen Fläche und 
ihren kürzesten Abstand von der nächsten Erzeugungslinie gelegt 
wird, ist die Tangenten ebene der Fläche in dem Durchschnittspunkt 
des kürzesten Abstandes mit der ersten Erzeugungslinie. Lässt man nun 
diese Ebene sich um die Erzeugungslinie drehen , so bleibt sie immer 
Tangentenebene der Fläche, nämlich in dem Punkte der Erzeugungs- 
linie, in welchem diese von einem Perpendikel getroffen wird, welches 
in ihrem Durchschnittspunkt mit der folgenden Erzeugungslinie auf 
die Erzeugungslinie gefällt werden kann. Wird die Ebene senkrecht 
zum kürzesten Abstand, also parallel der folgenden Erzeugungslinie, 
so schneidet sie diese im unendlich fernen Punkte und ihr Berührungs- 
punkt rückt gleichfalls ins Unendliche ; sie wird also eine Asymptoten- 
ebene der Fläche. Daher sind die Ebenen der ganzen Krümmung 
die Asymptotenebenen der Fläche der Krümmungshalbmesser. Da 
die Asymptotenebene durch den unendlich fernen Punkt der folgenden 
Erzeugungslinie und die folgende Asymptotenebene durch diese Er- 
zeugungslinie selbst, also auch durch deren fernen Punkt geht, so 
liegt dieser in beiden, d.h. die Erzeugungslinie der abwickelbaren 
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Fläche der Ebenen der ganzen Krümmung ist parallel dem Krüm- 
mungshalbmesser. Daher ist die Fläche selbst asymptotisch zu dieser. 
Cap. VI, §10 ergab sich bereits, dass die Erzeugungslinie dieser 
Asymptotenfläche der Fläche der . Hauptnormalen durch einen be- 
stimmten Punkt Q eines Kreises geht, welcher in der rectificirenden 
Ebene gelegen, die primitive Curve in M berührt und durch den 
entsprechenden Punkt Z> der rectificirenden Gratlinie hindurchgeht. 

§ 10. Bogenelement der Strictionslinie. Das Bogen- 
element EE^ = ds der Strictionslinie folgt aus dem Dreieck EeE\ 
in welchem Ee = da und eE'^ M'E' - M^e = M'E^— ME = du, 

nämlich ds^=^da^+du^ 

oder weil j^ Bg B^ 

da = ds cos H = — ds = Rda = dt = — dk 

r r r 

und ^g jj« 

u = -TisinH = R sinH = Q sin^ H = 



ds^= (eZ5 cosir)^+ {d ' Q sin^Hy== B^dö^+ (d • -) 



2 



Hat die Curve insbesondere gleichzeitig constanten Krümmungs- 
und Schmiegungsradius, ist sie also nach Cap. VI, §13 (VIII) eine 
Helix auf einem Kreiscy linder, so ist du'=0^ mithin ds = da = Bda 
und es fällt dann das Element der Curve E in die Linie kürzesten 
Abstandes, und da in diesem Falle die rectificirende Fläche der 
Cy linder ist, so fallen alle Linien kürzesten Abstandes zusammen 

und die Curve (E) ist eine Gerade, und zwar findet das letztere aus- 

B^ 

schliesslich in diesem Falle statt. Allgemein ist du = 0, wenn — 

constant ist. Daher schneidet die Strictionslinie der Fläche 
der Hauptnormalen blos dann die Hauptnormalen recht- 
winklig, wenn das Quadrat des Badius der ganzen Krüm- 
mung proportional dem Krümmungshalbmesser ist. 

§ 11. Wir suchen jetzt den Neigungswinkel der Tangente 
der Strictionslinie gegen den Krümmungshalbmesser, gegen 
die rectificirende Gerade, gegen die Tangente und Bi- 
normale der Curve (M). Sie seien der Reihe nach ?/, »ö", g?, i. 
Da die Tangente von E in die Ebene fällt, welche durch den 
Krümmungshalbmesser und die rectificirende Gerade geht und diese 
Ebene senkrecht steht auf der Ebene der ganzen Krümmung, so 
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ist eine aus der Tangente EE\ dem Krümmungshalbmesser ME 

und der Projection NE des folgenden Krümmungshalbmessers auf 

Fig. 88. die Ebene der ganzen Krümmung 

gebildete Ecke (Fig. 38) rechtwinklig 

und daher 




. Ee da 



dscosH 



Fig. 39. 



eE' du d{Qsin*E) 

Daher ist tj zugleich die Nei- 
gung der Tangente von E gegen 
die Ebene der ganzen ^Krümmung. 
Die Neigung gegen die rectifici- 
rende Gerade ist 



Um die Winkel g> und % zu 
^ finden, ziehen wir durch E Linien 

JEJT, EB (Fig. 39) parallel der Tangente und Binormale (oder 
Krümmungsaxe) von M und erhalten sofort 

cosq> = cosH * sin ly , cos% = sin H • sin rj. 




VIII. Capitel. 

Die Curven constanten Krflmmnngshalbmessers und die Cnrven 

gemeinscliafUlcher Hanptnormalen. 

§ 1. Die Curven constanten Krümmungshalbmessers 
und die Curven (0) und (Ä) ihrer Krümmungsmittelpunkte 
und Mittelpunkte der Schmiegungskugelij. Für jede Curve 
doppelter Krümmung (Jtf) ist (Cap. V, § 4) die Schmiegungsebene, 
Normalebene und rectificirende Ebene eines Punktes M parallel der 
Normalebene, Schmiegungsebene und rectificirenden Ebene der Curve 
(jK) der Schmiegungskugelmittelpunkte in dem entsprechenden Punkte 
K und fallen insbesondere die Normalebene von M und die Schmie- 
gungsebene von K zusammen. Daher sind auch die Tangente, 
Hauptnormale I Binormale und rectificirende Gerade von M parallel 
der Binormalen, Haaptnormalen, Tangente und rectificirenden Ge- 
raden von K und ebenso die Flächen der Tangenten, Haupt- 
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normalen, Binormalen und die reotificirende Fläche von (M) parallel 
den Flächen der Binormalen, Hauptnormalen, Tangenten und der 
rectificirenden Fläche von (Z). In die Normalehene von M fallen 
die Hauptnormale von (Jtf), die Tangente der Curve (0) der Krüm- 
mungsmittelpunkte von (Jf), die Tangente von (ä) und der Eadius 
MK der Schmiegungskugel; es ist der Winkel fi, welchen MK 
mit MC bildet gleich dem Winkel der Tangenten von (Cf) und (iC) 

und ist der Abstand CK =h^Qtg(i = ^' Für die Curven con- 

stanten Krümmungshalbmessers wird dq = QC^ (Fig. 23), h und tg ^ 
gleich Null und folgt: 

Für die Curven (Jkf) constanten Krümmungshalbmessers 
fällt die Curve (ä) der Mittelpunkte der Schmiegungs- 
kugeln mit der Curve (C) der Krümmungsmittelpunkte zu- 
sammen und schneidet {(T) die Hauptnormalen von (M) 
rechtwinklig. 

Die Curven constanten Krümmungshalbmessers haben 
mit der Curve ihrer Krümmungsmittelpunkte gemeinschaft- 
liche Hauptnormalen in den entsprechenden Punkten M 
und C. 

Die Schmiegungsebene jeder dieser Curven ist die 
Normalebene der andern; jede derselben ist die Curve der 
Krümmungsmittelpunkte der andern und ebenso ist die 
Tangente der einen die Krümmungsaxe der andern und ist 
die Fläche der Evolventen der einen die Fläche der Evo- 
luten der andern. 

§ 2. Das constante Product der Schmiegungshalbmesser. 
Die rectificirenden Geraden beider Curven (Jlf) und (JT) sind parallel 
und die Tangente der einen ist parallel der Binormalen der andern, 
daher sind die Winkel H und jÖc, welche ihre rectificirenden Ge- 
raden mit den Tangenten bilden, complementär, H -\- Hc^ -^n und 

tgH ' tgHc=l. Sind daher q und Qc, ^ und Tc resp. ihre Krüm- 
mungs- und Schmiegungshalbmesser, sodass tgll=r : g^ ^^-Hc = ^c* ^c» 
so wird rroiQQc^ rrc:Q^'=l, d.h.: 

Das Product der Schmiegungshalbmesser beider Cur- 
ven (üf) und (C) ist constant, nämlich gleich dem Quadrate 
des constanten Krümmungshalbmessers. 



and da 
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§ 3. Belationen zwischen den Eadien i2, q und Ec, r^. 
Da beide Curven gemeinschaftliche Hauptnormalen besitzen, so ist 
der Winkel der ganzen Krümmung für beide derselbe. Contingenz- 
und Schmiegungswinkel haben sie aber reciprok gemein, d.h. es ist 

dJc = dkc^ dx = d(Sc^ dö = dtc^ 
Q = ds : dr = Qc'= dSci dxc 
ist, so folgt ds : dSo-= dx : dxc^ dx : da = r : q 

^^^ 22 : Bc= ;^ : ^^^ = ds : dSc^ r : q, 

oder wegen rVc^^ q^ 

auch E ' rc'= Bc* Q. 

§ 4. Relationen zwischen den rectificirenden Grat- 
linien einer Curve constanten Krümmungshalbmessers und 
ihrer Curve ((7). Für die Abstände X, Lc der entsprechenden 
Punkte der Gratlinie der rectificirenden Flächen von (M) und (Cf) 
ergiebt sich: ,?s dso . ^ 

etil aHo 

Ebenso für die Abstände dieser Punkte von den Tangenten von 
(Jf) und (C) hat man 



r 



8 



p :pc = L sinH : LcSin Hc= — tg^H = g- 

§ 5. Verbiegung des Kreises zu Curven constanten 
Krümmungshalbmessers. Da die Hauptnormalen beider Curven 
zusammenfallen, so findet dies auch mit den Ebenen der ganzen 
Krümmung und den von diesen erzeugten abwickelbaren Flächen statt. 

Die beiden Eigenschaften, constanten Krümmungshalbmesser und 
constanten Schmiegungskugelradius zu besitzen, sind untrennbar 
mit einander verbunden. Besitzt eine Curve die eine, so hat sie 
auch zugleich die andere. 

Durch Abwickelung der Tangentepfläche geht die Curve der 
Krümmungsmittelpunkte der Curven constanten Krümmungshalbmessers 
oder constanten Schmiegungskugelradius in einen Kreis über. 

Man kann einen Kreis durch Verbiegung auf unendlich viele 
Arten in eine Curve desselben Krümmungshalbmessers transformiren. 
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Denn man construire die ganze Schaar aller seiner Tangenten; sie er- 
ftQlen den Aussenraum desselben und zerlegen die Ebene in unendlich 
schmale Winkelelemente, deren Schenkel die Tangenten sind. Indem 
man diese Winkelelemente um die Tangenten unendlich wenig rotiren 
lässt, ändern sich weder die Bogenelemente ds, noch die Contingenz- 
winkel dv, aber es entblättert sich die Ebene in die Schaar der 
Schmiegungsebenen der Transformationscurve. Die Krümmungs- 
halbmesser behalten ihre Grösse ds : dt gleich dem Radius des 
verbogenen Kreises, die Schmiegungshalbmesser aber können ein 
beliebiges Aenderungsgesetz befolgen. Denn die Amplitude der 
Rotation um die Tangente ist beliebig annehmbar. 

§ 6. Asymptotische Linien windschiefer Flächen, ins- 
besondere der Fläche der Hauptnormalen einer Curve. Zu 
jeder ebenen Curve giebt es eine Schaar paralleler Curven, welche 
mit ihr gemeinschaftliche Hauptnormalen besitzen. Die Fläche dieser 
Hauptnormalen ist die Ebene der Curve. Dasselbe findet bei der 
Schraubenlinie des Kreiscylinders statt. Denn da diese Linie eine 
geodätische Linie des Cy linders ist, so sind ihre Hauptnormalen zu- 
gleich Normalen dieser Fläche und bilden sie ein windschiefes Helicoid 
mit der Cylinderaxe als Strictionslinie. Dies Helicoid wird aber von 
der Cylinderschaar^ welche die Axe gemein hat, in Schraubenlinien 
geschnitten, deren Hauptnormalenfläche es ist. Für andere Curven 
doppelter Krümmung besteht diese Eigenschaft nicht in dieser Aus- 
dehnung, sondern nur unter bedeutenden Einschränkungen statt, so 
zwar, dass eine windschiefe Fläche entweder keine oder zwei (unter 
Umständen auch in eine zusammenfallende) Curven besitzt, für welche 
sie zugleich Fläche der Hauptnormalen ist und dass, wenn es auf ihr 
drei solche Curven giebt, sie noth wendig ein Helicoid und gemeinschaft- 
liche Fläche der Hauptnormalen für unendlich viele Curven ist. Eine 
besondere hierher gehörige Gattung von Curven bilden die Curven con- 
stanten Krümmungshalbmessers, indem sie mit der Curve ihrer Krüm- 
mungsmittelpunkte gemeinschaftliche Hauptnormalen besitzen (§ 1). 

Nach Cap. VH, § 1 ist jede Curve eine asymptotische Linie auf 
der Fläche der Hauptnormalen und zwar zugleich eine rechtwinklige 
Trajectorie der Erzeugungslinien dieser Fläche. Die Frage, ob und 
wie viel Curven auf einer windschiefen Fläche möglich sind, für 
welche sie gemeinschaftliche Fläche der Hauptnormalen ist, kommt 
daher auf die Untersuchung hinaus, wie viel Asymptotenlinien eine 
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Erzengungslinie g der windschiefen Fläche rechtwinklig schneiden 
können. Die Fläche selbst kann hierfür durch das Schmiegungs- 
hjperboloid vertreten werden, welches sie längs g osculirt, d.h. mit 
ihr ausser g noch zwei unmittelbar folgende Erzeugungslinien ge- 
mein hat. Nun sind die Erzeugungslinien eines Hyperboloids 
parallel den Erzeugungslinien einer Kegelfläche zweiten Grades. 
Denken wir diese Kegelfläche gebildet und suchen wir die Erzeu- 
gungslinie y derselben auf, welche g parallel ist. Eine Ebene, 
durch den Mittelpunkt der Kegelfläche senkrecht zu y gelegt, ent- 
hält alle Richtungen, welche zu y, also auch zu g senkrecht sind. 
Diese Ebene schneidet die Kegelfläche entweder in 0, oder einer 
oder zwei Geraden. Suchen wir daher umgekehrt zu diesen als Er- 
zeugungslinien der Kegelfläche die parallelen Erzeugungslinien des 
Schmiegungshyperboloids auf, so sind sie die Tangenten der Ourven, 
welche g zur gemeinschaftlichen Hauptnormalen haben, in den 
Punkten^ in welchen sie g schneiden. In besonderen Fällen kann 
das Schmiegungshyperboloid ein gleichseitiges hyperbolisches Para- 
boloid sein; dann bricht die Kegelfläche in zwei zu einander senk- 
rechte Ebenen auf und giebt es zu jeder Geraden y in der einen 
dieser Ebenen unendlich viele Geraden der andern, welche zu y 
senkrecht sind. Dann giebt es aber auch unendlich viele Curven, 
welche g zu gemeinsamer Hauptnormale haben. Daher der Satz: 
Auf einer windschiefen Fläche giebt es entweder keine, 
oder eine oder zwei oder unendlich viele Curven, für 
welche die Erzeugungslinien derselben gemeinschaftliche 
Hauptnormalen sind. Die Entscheidung, welcher dieser 
Fälle eintritt, hängt von der Beschaffenheit des Hyper- 
boloids ab, welches sich längs einer Erzeugungslinie g der 
windschiefen Fläche anschmiegt. Ist dasselbe ein wirkliches 
Hyperboloid (kein hyperbolisches Paraboloid) und wird 
die Kegelfläche, deren Erzeugungslinien den Erzeugungs- 
linien des Hyperboloids parallel sind, von einer Ebene 
ihres Mittelpunktes, welche senkrecht ist zu g^ in 0, 1, 2 
Geraden geschnitten, so ist sie für ebenso viele Curven 
auf der windschiefen Fläche gemeinschaftliche Fläche der 
Hauptnormalen. Ist aber die Schmiegungsfläohe ein 
gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid, so giebt es un- 
endlich viele solcher Curven. 
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§ 7. Constanter Kreuzungswinkel der Tangenten und 
constanter Abstand der Punkte zweier Curven gemein- 
schaftlicher Hauptnormalen. Wir wollen jetzt die Beziehungen 
entwickeln, welche zwischen zwei Curven (^M) und (N) bestehen 
müssen, wenn dieselben gemeinschaftliche Hauptnormalen MN^ M'N^^ 
M"N'\ ... in den Punkten M und N, M' und N\ M" und N'\ . . . 
haben sollen. Da die Hauptnormalen gemeinschaftlich sind, so sind 
es auch die Ebenen der ganzen Krümmung und besitzen beide Curven 
parallele rectificirende Ebenen und rectificirende Geraden. Daher bilden 
auch zwei aufeinanderfolgende rectificirende Geraden von (Jf) einen 
Winkel dH mit einander, gleich dem Winkel dH^ der mit ihnen 
parallelen rectificirenden Geraden von (^. Diese Winkel dH, dH^ sind 
aber die Aenderungen der Winkel H und H^, welche die rectifici- 
renden Geraden beider Curven mit ihren Tangenten bilden. Es ist 
daher dH == dH^ oder d(H — H^ = 0, mithin H — H^ constant 
über die beiden Curven hinweg. Legt man nun durch die gemein- 
same Hauptnormale MN und die Tangente in M die Schmiegungs- 
ebene des Punktes M und durch dieselbe Hauptnormale und die 
rectificirende Gerade von M die Ebene, welche den kürzesten Ab- 
stand der Hauptnormalen von der folgenden Hauptn onnalen enthält, 
so bilden beide Ebenen, da sie zur rectificirenden Ebene von M senk- 
recht sind, den Winkel H mit einander. Ebenso bildet die Schmie- 
gungsebene des Punktes N mit jener Ebene den Winkel H^, Daher 
ist H — H^ der Winkel der Schmiegungsebenen beider Curven in 
den Punkten M und N derselben Hauptnormale und folglich auch 
der Winkel, unter welchen sich die Tangenten in M und N kreuzen. 
Dieser Winkel ist also constant, d.h.: 

Haben zwei Curven {M) und {Jüit) gemeinschaftliche 
Hauptnormalen, so kreuzen sich die Tangenten in den 
Punkten M und N, in welchen sie dieselbe Hauptnormale 
treffen, unter constantem Winkel. 

Da beide Curven die Hauptnormalen gemein haben, so ist auch 
der Winkel dh der ganzen Krümmung in den Punkten M und N der- 
selben Hauptnormalen derselbe, und da die Tangenten dieser Punkte 
auf der Hauptnormalen senkrecht stehen, so wird M^N^ = MN* cos dk, 
d.h. M'N'= MN-, ebenso M''N"= M'N' u.s.f, d.h.: 

Zwei Curven, welche gemeinschaftliche Hauptnormalen 
besitzen, haben constanten Abstand von einander. 
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§ 8. Die Bertrand'sche lineare Relation. Man kann die 
Bedingung, dass zwei Curven gemeinschaftliche Hanptnormalen be- 
sitzen, auf verschiedene Art ausdrücken. Zunächst kann man eine 

Belation zwischen der Krümmung — und der Schmiegung — der 

einen Curve angeben, welche erfüllt sein muss, wenn überhaupt 
noch eine zweite Curve existiren soll, welche mit ihr gemeinschaft- 
liche Hauptnormalen besitzt. 

Sind nämlich MN^ M'N^ (J^^S- '^^) ^wei aufeinanderfolgende 
Hauptnormalen der Curven (M) und (iV), C der Krümmungsmittel- 

Fig.40. punkt, Q = MC der 

^ Krümmungshalb- 

^ messer, r der Schmie- 

gungshalbmesser und 




r^^ 



der Contingenzwinkel im Punkte M\ zieht man in der Schmiegungs- 
ebene MCM^ von M das Element NQ parallel MM^ und verbindet 
N' und Q^ so wird das unendlich kleine Dreieck N'NQ bei Q recht- 
winklig und enthält den constanten Winkel N'NQ = a der Tan- 
genten in M und N, und wenn MN = M'N' = a den constanten 
Abstand der beiden Curven, N'31'Q = da aber den Schmiegungs- 
winkel in M bezeichnet, so hat man 



stna = 



und mithin 



oder 



NN' ' 



ada 



NN' 



a 



da 



cos a = 



a 



(g—a) dt 



NN' 



Q — a dt Q — a 



r 



1,1. 1 

cotga = — ) 

9 ' r ^ a 



wofür man auch, indem man a cotga = h setzt, schreiben kann: 
d.h.: 



- + - = 1, 

Q r ' 



Wenn die Hauptnormalen einer Curve zugleich die 
Hauptnormalen einer zweiten Curve sind, so muss zwischen 

der Krümmung — und Schmiegung — der ersteren eine 

lineare Relation bestehen. 

Diese, von Bertrand* gefundene Relation ist nicht blos noth- 
wendig, sondern auch genügend, damit, wenn sie erfüllt ist durch 
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die Curve (-M"), auf deren Fläche der Hauptnormalen eine zweite 
Curve (JY) existirt, deren Hauptnormalen mit denen von (Jf) zu- 
sammenfallen. Denn construirt man auf der Fläche der Haupt- 
normalen von (üf) die Curve (N) in constantem Abstände 
MN ^ M'N^= . . . = a von (M) und legt durch deren Tangenten 
Ebenen senkrecht zu den Erzeugungslinien dieser Fläche, so sind 
diese parallel den rectificirenden Ebenen von (Jlf) und erzeugen eine 
abwickelbare Fläche, parallel jener, sodass ihre Erzeugungslinien 
den Erzeugungslinien jener parallel sind und ihre Gratlinie denselben 
Contingenzwinkel besitzt, wie sie. Die Ebene dieser Art, durch N 
senkrecht zu MN geführt, liefert aber das rechtwinklige unendlich 
kleine Dreieck NN'Qj für welches, wie oben die Gleichung 

a ^^a cotgcc 

Q r 

besteht. Diese mit „ h 

- + - = 1 
Q r 

verglichen, zeigt, dass acotga = 6, also a constant sein muss. Der 
Winkel a ist aber der Winkel, welchen die Tangenten in M und N 
mit einander bilden. Dieser Winkel ist aber die Differenz der Winkel H 
und H^ , welche die Erzeugungslinien der rectificirenden Fläche von (M) 
und ihrer Parallelfläche an (N) mit den Tangenten beiden Curven in 
M und N bilden. Daher ist die Differenz H — H^ constant. Es 
wächst aber H um den Contingenzwinkel der Gratlinie der rectifi- 
cirenden Fläche von (ilf) und mithin H^ um denselben Winkel. 
Daher ist die Parallelfläche nach Cap. VI, §13, X die rectificirende 
Fläche von (JV), und da ihre Tangentenebenen senkrecht zu MN sind, 
so sind MN^ M^N\ ... die Hauptnormalen nicht blos von (Jf), 
sondern auch von (JV). Daher: 

Besteht zwischen der Krümmung —und Schmiegung — 

einer Curve (Jf) eine lineare Relation — \- — = l^ so giebt 

es auf der Fläche der Hauptnormalen derselben in con- 
stantem Abstände a eine zweite Curve (-AT), welche mit (3f) 
gemeinschaftliche Fläche der Hauptnormalen besitzt und 
deren Tangeuten gegen die Tangenten der ersteren unter 
dem Kreuzungswinkel a geneigt sind, wofür cotg a = l):a ist. 

§ 9. Andere Form der Bertrand'schen Relation. Wäre 
man in § 8 statt von der Curve (M) von der Curve (N) aus- 
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gegangen, deren Krümmongs- und Schmiegungshalbmesser q und f^ 
sein mögen, so hätte man (Fig. 40) aus dem Dreieck MM'Q* ge- 

^^^®^- . adü' (Q'+a)dz' 

und weiter erhalten „ h 

— -4--« 1 

wo a cotg a = 6 gesetzt ist. 

Die Curven constanten Krümmungshalbmessers entsprechen dem 

Falle a == — TT, 6 = 0. Für sie (» = a. Für a = jtc wird h = 1 

und reducirt sich die Bertrand'sche Belation auf 

i + i = i. 

9 r a 

Es genügen daher auch die Curven, für welche die 
Summe der Krümmung und Schmiegung constant ist, der 
Bedingung gemeinschaftlicher Fläche der Hauptnormalen. 

§ 10. Weitere Relationen. Durch Elimination von a aus 
den beiden Gleichungen 



1,1. 1 1,1. 1 

— — cotg a — — ; 7 + -7 cotff a = — 



folgt 

(7""^)^^^^'' + (7 + ;^) ^^5 also cotga = — ^ 1 



' + 1 



die Elimination von a giebt 






Aus 



1-^ i+i 

-— .^--1 oder a = ^ ^ ^ 

ad<s ad<^ 

ds ds 



folgt mit Hülfe von ^^ f ds' 



«ö d& 



rr = i -^ — I » 



d.h.: ^«^^'^^ 

Das Product der Schmiegungshalbmesser zweier Cur- 
ven von gemeinsamer Fläche der Hauptnormalen in den 
Punkten derselben Hauptnormalen ist constant über die 
Curve hinweg. 
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Femer folgt ans 
cosa==(Q-a)^, cos a ^ {q + a) j-^ und ^^ = p, ^, - q: 

»'-«-('-f)(> + ?> 

Diese Relation lässt eine interessante geometriscbe Interpretation 
zu. Sind auf der Hauptnormalen MN die Erümmnngsmittelpunkte 
der Curven (Jtf) nnd (N) die Punkte C und C\ so hat man 

MC = Q, NC'= q\ MC'=^ q' +a, NC^Q-a 
und mithin ilf(7 MC 



d.h.: CN' CN"^^^""' 

Der constante Abstand MN zweier Curven (M) und (N) 
gemeinschaftlicher Hauptnormalen wird durch die Krüm- 
mungsmittelpunkte Cy C derselben nach constantem 
Doppelverhältniss getheilt. Der Werth dieses Doppel- 
verhältnisses ist das Quadrat des Cosinus des constanten 
Winkels, unter welchem sich die Tangenten in M und N 
kreuzen. 

Da dieser Werth positiv ist, so folgt: 

Die Krümmungsmittelpunkte beider Curven liegen 
entweder stets zwischen M und N oder ausserhalb der 
Strecke MN, niemals aber liegt der eine dazwischen und 
der andere ausserhalb. M, N, (7, C können nie vier har- 
monische Punkte sein^ 

§ 11. Darstellung der Krümmung und Schmiegung der 
einen von zwei Curven gemeinschaftlicher Hauptnormalen 

durch die der andern, um -7 und -7 als Functionen von — und — 

q' r' Q r 

darzustellen, wollen wir zunächst die beiden Relationen 

-+-=1 -^+A_i 

umschreiben, indem wir die Bogenelemente ds, ds^ beider Curven 
einführen, nämlich: 

ds = adz + ^da, ds*=^ — adx^ -\- hda' 
und für die Quadrate von ds, ds^ die beiden Gleichungen 

ds'^= (a^+ h^)d6% ds^==- {a^+ b^)da'^ 
ableiten. Man hat nämlich: 



^ 
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= (1 + cotg^ «) {M'N' ■ daf= (1 + cotg^ a^da^^ (a«+ 6«)<f ö» 
nnd ähnlich 

ds*= MM'^= M'Q^+ ^M^= M'(^^+ M'^^cotg^a 

= (l + cotg^a) JÖV"*= (.1 + cotg^a) {a • doj-^ (a*+ b^)da'K 

Setzt man hieraas die Werthe von ds' und ds, ansgedrQckt 
durch da und d<^ ein, so folgt: 





, f &dr — ad<T , , adr4-bda 

dt= » dcy-= — -» 

Ya'^b^ y/d^-^b^ 


mithin 


a«+5* 




, c?s' (a«+6«)(?<F r* 




^ fir' bdt — ado b a 


oder wegen b = 


-'(-f) 


und ebenso 






r' rK+('l ''VI- 



§ 12. Das windschiefe Helicoid als Hauptnormalen- 
fläche. Giebt es auf der Fläche der Hauptnormalen einer Curve 
(M) ausser ihr noch zwei andere Curven (JV) und (P), welche mit 
(M) die Fläche der Hauptnormalen .gemein haben, so muss die 
Bertrand'sche Relation von der Curve (M) zweimal erfüllt werden. 
Ist nämlich a der constante Winkel, unter welchem die Tangenten 
an (ilf) und (^, ß der constante Winkel, unter welchem die Tan- 
genten (M) und (P) sich kreuzen, und sind a und a! die Abstände 
der Curven (M) und (N) sowie (M) und (P) von einander, so 

hat man ^ -j^ 111 1 

— I — cotg a = —t — I — cotg ß = —i 
Q * r ^ a Q ^ r ^ '^ a' 

woraus für q und r constante Werthe folgen. Daher ist nach 
Cap. VI, § 13, VIII die Curve (Jf) eine Helix eines Kreiscylinders und 
mithin die Fläche der Hauptnormalen ein windschiefes Helicoid, 
welches die Axe des Cylinders zur Strictionslinie hat und gemein- 
schaftliche Fläche der Hauptnormalen ist, für alle Helixe, in welcher 
es von der Schaar coaxialer Cylinder geschnitten werden kann Daher: 
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Giebt es auf einer windschiefen Fläche drei Curven, 
für welche sie gemeinschaftliche Fläche der Hauptnormalen 
ist, so giebt es auf ihr unendlich viele solche Curven und 
ist die Fläche ein Helicoid und sind die Curven Helixe 
auf einer Schaar Ereiscylinderflächen, welche die gerade 
Strictionslinie des Helicoids zur gemeinschaftlichen Axe 
haben; sowie: 

Das windschiefe Helicoid ist die einzige Fläche, auf 
welcher es mehr als zwei Curven giebt, für welche die 
Erzeugungslinien der Fläche gemeinschaftliche Haupt- 
normalen sind. 

Diese Sätze erhalten wir auch unmittelbar mit Hülfe des 



Schmiegungshyperboloids. Denn die Tangenten jener drei Curven 
schneiden drei aufeinanderfolgende Erzeugungslinien rechtwinklig; 
daher sind diese Erzeugungslinien alle drei parallel einer Ebene, 
ebenso wie die drei Tangenten einer zu dieser Ebene senkrechten 
Ebene parallel laufen. Daher ist das Schmiegungshyperboloid ein 
gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid. Diese Beziehungen gelten 
für jede und die beiden ihr folgenden Erzeugungslinien. Daher 
laufen alle Erzeugungslinien der Fläche der Hauptnormalen einer 
Ebene parallel und diese ist die Ebene der ganzen Krümmung und 
der kürzeste Abstand zweier Hauptnormalen hat die Richtung der 
rectificirenden Geraden. Diese rectificirenden Geraden sind daher 
alle parallel; die rectificirende Fläche ist daher eine Cylinderfläche. 
Da der kürzeste Abstand zweier Hauptnormalen auch die dritte Haupt- 
normale rechtwinklig schneidet, so fallen die kürzesten Abstände 
aller Hauptnormalen zusammen und ist die Strictionslinie der Fläche 
der Hauptnormalen eine Gerade. Die rectificirende Fläche ist daher 
ein Kreiscylinder und die 
Fläche der Hauptnorma- 
len ein windschiefes Heli- 
coid. Der Beweis der 
obigen Sätze kann auch 
unmittelbar ohne directen Gebrauch der Bertrand'schen Relation und 
des Schmiegungshyperboloids auf folgende Art geführt werden. 

Sind nämlich (Fig. 41) 

MN = M'N^ ^M'Q^a und MK = M^K* ^ MS = a! 
die Constanten Abstände der Curven (JV) und (jK) von der Curve (-M) 

Schell, Theorie d. Curven. 2. Aufl. g 




X N- C 



— 114 — 

und haben 8 und Q dieselbe Bedeutung, welche ^ im § 8 hatte, 
so sind auch die drei Verhältnisse 

SK[ N^ NQ^ 
SK' SK'' N'Q 

constant. Das erste ist nämlich die Tangente der constanten Nei- 

gung der Curve {K) gegen die Curve (N)^ das zweite ist gleich -irp^ = — 

und das dritte giebt die Cotangente der Neigung der Curve (^N^ 
gegen die Curve (-3f) an. Daher ist auch der Werth ihres Products, 
nämlich das Verhältniss ^^q 

SK 

constant. Nun sind aber NQ und 8K parallel MM\ weil sie die 

Durchschnitte der drei parallelen rectificirenden Ebenen der drei 

NC 
Curven mit der Schmiegungsebene von M sind, daher ist auch -^r^ 

und folglich auch, 1 — j^ d.h. 

KN 
KG 

constant. Es ist aber KN = a —- a\ daher muss KC und folglich 
auch MC *= KG -{• a constant sein; d.h. es ist der Krümmungshalb- 
messer MC = q der Curve (M) constant. Ebenso ergiebt sich , dass 
die Eiümmungshalbmesser der beiden andern Curven constant sein 
müssen. 

Weiter ist aber 

SK ^ KC- dt ^ g-g^ dz 
SK' ~ M'K' da" a' 'da 

und da dies Verhältniss nach § 8 constant ist, so folgt, dass auch 

dt r 

do Q 

und da q bereits constant ist, auch r constant sein muss. Ebenso 
für die beiden andern Curven. 

Die drei Curven sind demnach Helixe auf Ereiscylindem und 
die Fläche ihrer gemeinschaftlichen Hauptnormalen ist mithin ein 
windschiefes Helicoid, dessen Erzeugungslinien alle einer Ebene 
parallel laufen. Auf diesem Helicoid giebt es nun unzählig Viele 
Helixe, nämlich jeder um die gerade Strictionslinie desselben mit 
beliebigem Badius beschriebene Ereiscjlinder schneidet das Helicoid 
in einer solchen Curve und für alle diese ist dasselbe gemeinsame 
Fläche der Hauptnormalen. 
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Auf einer beliebigen windschiefen Fläche, welche nicht Helicoid 
ist, giebt es also höchstens zwei Curven von der erwähnten Eigen- 
schaft. Bertrand hatte den Satz aufgestellt, dass es unmöglich sei, 
dass eine windschiefe Fläche für zwei verschiedene Curven zugleich 
Fläche der Hauptnormalen sei, wenn die Strictionslinie der Fläche 
die Erzeugungslinie rechtwinklig schneide. Graves hat diesen Satz 
berichtigt. Das Helicoid hat in der That eine Gerade als Strictions- 
linie, welche die sämmtlichen Erzeugungslinien rechtwinklig schneidet. 
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IX. Capitel 

Die Fläebe der Binormalen nud die Fläebe der Ebenen 

der ganzen Krümmung. 

§ 1. Die Curve als Strictionslinie der Binormalen- 
fläche. Nach Cap. I, § 9 erzeugen die Binormalen einer Curve (JM) 
eine windschiefe Fläche, auf welcher die Curve selbst liegt und 
den Durchschnitt derselben mit der Fläche der Hauptnormalen und 
der rectificirenden Fläche darstellt. Die Curve schneidet die Bi- 
normalen unter rechten Winkeln und da zwei aufeinanderfolgende 
Binormalen auf den zugehörigen Schmiegungsebenen senkrecht stehen 
und diese sich in der Tangente der Curve schneiden, so stehen sie 
auch beide auf dieser senkrecht. Es ist daher die Tangente 
der Curve (M) die Linie kürzesten Abstandes zweier auf- 
einanderfolgenden Binormalen. Da dies von jeder Tangente 
gilt und diese sich in den Punkten der Curve schneiden, so folgt, 
dass die Curve (M) die Strictionslinie der Fläche ihrer 
Binormalen ist und dass die Fläche der Binormalen stets 
eine orthogonale Striction hat. Umgekehrt ist jede wind- 
schiefe Fläche mit orthogonaler Strictionslinie die Fläche 
der Binormalen dieser Curve. Denn jede Erzeugungslinie 
steht senkrecht auf der Linie ihres kürzesten Abstandes von der 
vorhergehenden und gleichzeitig senkrecht auf der Linie ihres kür- 
zesten Abstandes von der folgenden Erzeugungslinie. Daher steht 
sie senkrecht auf beiden^ also auch auf der Ebene beider. Da diese 
Linien aber wegen der Ee cht winkligkeit der Striction Tangenten der 
Strictionslinie sind, so ist ihre Ebene die Schmiegungsebene dieser 
Curve und folglich die Erzeugungslinie der Fläche im Punkte der 
Strictionslinie senkrecht auf deren Schmiegungsebene, d.h. die Bi- 
normale. 

§ 2. Beziehungen der Binormalenfläche zur Fläche der 
Erümmungsaxen und zur rectificirenden Fläche. Die Bi- 
normalen einer Curve sind parallel den Erümmungsaxen derselben 
und die Normalebenen sind senkrecht zu den Linien kürzesten Ab- 
standes der Binormalen. Daher sind die Normalebenen Tangenten- 
ebenen an die Fläche der Binormalen in unendlich fernen Punkten, 
d.h. Asymptotenebenen und folglich sind die Fläche der Erüm- 
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mnngsaxen nnd die Fläche der Binormalen Asymptoten- 
flächen von einander. (Vgl. Cap VII, § 9.) 

Die rectificirenden Ebenen der Curve sind Tangentenebenen der 
I^läche in den Punkten der Curve, daher ist die rectificirende 
Fläche der Fläche der Binormalen längs der Curve um- 
schrieben. 

§ 3. Specielle Fälle. Ist die Curve eben, so geht die Fläche 
der Binormalen in einen Cylinder über, welcher mit dem rectifici- 
renden Cylinder zusammenfällt; ist die Curve sphärisch, so sind die 
Binormalen alle parallel den Erzeugungslinien eines Kegels. 

§ 4. Nach Cap. VI, § 10 erzeugt die Ebene der ganzen Krüm- 
mung eine abwickelbare Fläche, deren Erzeugungslinien den Haupt- 
normalen parallel laufen und die rectificirenden Ebenen in den Punkten 

Q (Fig. 28) schneiden im Abstände MQ = PcosH= Die Ebenen 

der ganzen Krümmung sind senkrecht zu den Linien des kürzesten 
Abstandes zweier aufeinanderfolgenden Hauptnormalen und berühren 
die Fläche der Hauptnormalen im unendlichen, sie sind also Asymp- 
totenebenen dieser Fläche. Daher sind die abwickelbare Fläche 
der Ebenen der ganzen Krümmung und die Fläche der 
Hauptnormalen Asymptotenflächen zu einander. 



X. Capitel. 

Die Schmiegnngshelix nnd die conische Schmiegnngsloxodrome. 

§ 1. Cylinderloxodrome. Eine Curve, welche gegen die 
Linien schwächster oder stärkster Krümmung einer Fläche unter 
constantem Winkel geneigt ist, heisst eine Loxodrome der Fläche. 
Ist die Fläche eine Cylinderfläche, deren Erzeugungslinien das System 
der Linien schwächster Krümmung bilden, so wird sie auch eine 
Schraubenlinie, Schneckenlinie oder eine Heliz genannt. Den vorher- 
gehenden Capiteln zufolge haben die Helixe, welche auf beliebigen 
Cylinderflächen liegen, folgende Eigenschaften: 

1. Die Cylinderfläche ist rectificirende Fläche der Helix, die 
Ebenen der ganzen Krümmung sind sämmtlich untereinander und 
die Hauptnormalen ihnen parallel; die Hauptnormalen sind Normalen 
des Cylinders. 
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2. Die Verhältnisse der Badien q^ r, R sind constant, nämlich 

r , B . E 

wenn cc den oonstanten Neigungswinkel der Helix gegen die Er- 
zeuguagslinie des Cylinders' bedeutet. 

3. Die Verhältnisse des Contingenz-, Schmiegungs- und des 
Winkels ganzer Krümmung sind constant, nämlich 

dt . da dt , 

TT = sin of, 31 «= cos a, t- = «i? a 
dk ^ dk ^ da ^ 

und dk ist zugleich der Winkel der Projectionen zweier Krümmungs- 
halbmesser auf die Ebene ganzer Krümmung, mithin der Contingenz- 
winkel des Orthogonalschnitts der Fläche (Linie stärkster Krümmung). 

4. Die Bogenelemente ds der Helix und ds^ des Orthogonal- 
schnitts stehen in dem Verhältniss 

ds 1 

■ - ■ ■ • 

dsQ sin a 

5. Daher stehen die Krümmungshalbmesser q^ Qq der Helix und 
des Orthogonalschnitts in dem Verhältniss 

Q_ 1_^ 

und es ist mithm " 

^0 ^ 9o T> ^0 



Q = — r-5 — ? r = —. 1 XI = 



stn ' a sin a cos a stn a 

6. Der kürzeste Abstand dn zweier Hauptnormalen ist die 
Projection des Bogenelementes auf die Jlrzeugungslinie des Cylinders, 

namlicn ^l^i ^ eis - cos a = ds^- cotg ci = q^ cotg a • dk, 

7. Die Entfernung u der Linie kürzesten Abstandes zweier 
Krümmungshalbmesser von dem Punkte der Curve ist 

d.h.: ^=7 = (>o 

Die Linie kürzesten Abstandes geht durch die Punkte der 
Evolute des Orthogonalschnitt^ und das Bogenelement der Strictions- 
linie der Fläche der Hauptnormalen hat das Bogenelement der 
Evolute zur Projection. Daher ist das Bogenelement der Strictions- 
linie durch die Gleichung gegeben 

ds^= Qq^ cotg^a • dk^-\- dgQ^ 

und die Tangente seiner Neigung gegen die Hauptnormale ist 

dscos a dsQ 

^ ^ d(Q sin^ a) dg^ ^ ' 
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8. Der Abstand des Mittelpunktes der Schmiegungskugel von 

dem Erümmungsmittelpunkte ist 

dg dg^ 1 

da dk stn^acosa 

der Radius der Schmiegungskugel 

2 



8tn*a f '^o \dkcosaJ 



und die Tangente seiner Neigung gegen die Schmiegungsebene: 

ta = - = ^ . ^^0 . 
Q gocosoc dk 

§ 2. Loxodrome des Kreiscylinders oder Helix. Hier- 
aus folgt noch insbesondere, wenn die Cylinderfläche ein Kreis- 
cylinder, also Qq constant ist neben den Sätzen 1—6. 

7*) c?5 = e?« = ds cos ct. rj = —Jt] mithin ist die Strictionslinie 

die Axe des Cylinders (Cap. VH, §§ 10. 11). 

8*) Ä = 0, ^ = ^, ^ = 0. 

§ 3. Schmiegungshelix. Hat eine Helix auf einem Kreis- 
cylinder mit einer Curve (3t) doppelter Krümmung drei aufeinander- 
folgende Funkte gemein, so hat sie auch die Tangente, Schmiegungs- 
ebene, Hauptnormale, rectificirende Ebene und den £[rünmiungskreis 
mit ihr gemein. Vier Punkte von ihr können aber nicht mit vier 
Punkten der Curve zusammenfallen, ohne dass die Curve (M) specielle 
Eigenschaften erlangt. Denn dann müssten auch die Schmiegungs- 
kugeln zusammenfallen, was nicht angeht, da b6i der Cylinderhelix 
der Schmiegungskugelmittelpunkt mit dem Krümmungsmittelpunkt 
zusammenfällt, was bei einer beliebigen Curve (ilf) im Allgemeinen 
nicht der Fall ist. Es kann also die Cylinderhelix die Curve (Jf) im 
Allgemeinen nicht in der dritten Ordnung berühren. Allein durch 
drei Punkte ist die Helix noch nicht bestimmt. Sind nämlich 
If, M\ -3f" die drei Punkte, zieht man durch sie drei Gerade, 
welche gleiche Neigung gegen die Tangenten MM' und M'M" 
haben und schneidet sie durch eine Ebene senkrecht zu ihrer Rich- 
tung, so erhält man drei neue Punkte, welche einen Kreis be- 
stinmien, den man als Orthogonalschnitt eines CyUnders ansehen 
kann, auf welchem es offenbar eine Helix giebt, welche durch jene 
drei Punkte geht. Da man aber unendlich viele Richtungen finden 
kann, welche gegen die Tangenten in 31 und Jf' gleich geneigt 
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sind, so ist der Cy linder und mit ihm die Helix unbestimmt nnd 
giebt es eine ganze Schaar Cy linder und Helixe, welche durch die 
drei Punkte gehen und also die Curve in der zweiten Ordnung be- 
rühren. Unter diesen Cylindem giebt es aber einen, von welchem 
eine Erzeugungslinie mit der rectificirenden Geraden zusammenföUt, 
denn diese ist eine Linie, welche gegen zwei Tangenten der Curve 
gleich geneigt ist, weil durch Abwickelung der rectificirenden Fläche 
die Curve in eine Gerade übergeht. Die Helix, welche auf diesem 
Cylinder liegt, hat mit der Curve nicht blos die rectificirende Ebene 
des Punktes M^ sondern auch die rectificirende Ebene des folgenden 
Punktes Jf' gemein, welche diese in der rectificirenden Geraden 
schneidet, sie hat folglich mit der Curve auch die Richtung der 
zweiten Hauptnormale gemein, wenn auch nicht den Ejümmungs- 
kreis des Punktes M\ Sie schmiegt sich daher der Curve enger an, 
als alle andern Helixe, welche sie in der zweiten Ordnung berühren 
und ihre Berührung ist, wenn man so sagen will, von einer Ord- 
nung, welche zwischen die zweite und dritte Ordnung fallt. Die 
Helix eines Kreiscylinders, welche mit der Curve drei 
aufeinanderfolgende Punkte Jf, M\ M" und die rectifici- 
rende Gerade in M gemein hat, nennen wir die Schmie- 
gungshelix der Curve im Punkte M, 

§ 4. Die Schmiegungshelix hat mit der Curve nicht 
blos den Krümmungshalbmesser, sondern auch den Schmie- 
gungshalbmesser gemein. Ist nämlich a der constante Winkel, 
unter welchem die Helix die Erzeugungslinien des Cylinders schneidet 
und H die Neigung der rectificirenden Geraden der Curve gegen 
die Tangente, so ist, weil diese Geraden zusammenfallen sollen, 
a ^ H. Sind nun ^, r, Qq^ r^ die entsprechenden Radien der Krüm- 
mung und Schmiegung der Curve (iJf) und der Helix, so ist 

und folglich ^ ^' 

und da wegen des beiden Curven gemeinsamen Krümmungskreises 
Q = Qo ist, ^ _ ^^ 

§5. Basisradius und Axe der Schmiegungshelix. Da 
die rectificirende Gerade die Erzeugungslinie des Cylinders ist, auf 
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welchem die Helix liegt, so fSllt der Orthogonalschnitt derselben in 
die Ebene der ganzen Krümmung. Daher ist die Helix bestimmt, 
sobald der Eadins a dieses Orthogonalschnitts bekannt ist. Dieser 
findet sich aber aus der Gleichung 

^^ = ^ (§ 1, Nr. 5) 



stn'a 
wegen a^^^ H^ als: 

a == g sirr H = — = u. 

Er ist der Abstand des Ceotralpunktes der Haupt- 
normalen vom Curvenpunkte und die Axe der Schmie- 
gungshelix ist die Linie kürzesten Abstandes der Haupt- 
normalen von der folgenden Hauptnormalen. 

Die Schmiegungsebene schneidet den Cylinder in einer Ellipse, 
welche q zum Krümmungshalbmesser hat. 

§ 6. Axenfläche der Schmiegungshelixe. Die rectificirende 
Fläche ist der Ort der Erzeugungslinien der Cylinder, auf welchen 
die Schmiegungshelixe liegen. Die Axen dieser Cylinder sind die 
Linien kürzesten Abstandes der Hauptnormalen und bilden eine 
Fläche, deren Erzeugungslinie den rectificirenden Geraden parallel 
ist. Diese Fläche ist windschief und asymptotisch zur rectificirenden 
Fläche. 

§ 7. Die rectificirende Ebene als Ort der Erzeugungs- 
linien von Cylindern, welche die Curve in der zweiten 
Ordnung berühren. Zufolge § 3 muss die Erzeugungslinie eines 
Kreiscylinders, welcher die Curve in der zweiten Ordnung berühren 
soll, gleiche Neigung gegen zwei aufeinanderfolgende Tangenten der 
Curve haben. Der Ort aller solcher Geraden ist eine Ebene, welche 
senkrecht auf der Schmiegungsebene steht und den Contingenzwinkel 
halbirt. Diese Ebene fallt in der Grenze mit der rectificirenden 
Ebene zusammen. Daher: 

Der Ort der Erzeugungslinien der Cylinder, welche 
eine Curve doppelter Krümmung in der zweiten Ordnung 
berühren, ist die rectificirende Ebene. 

Unter der Schaar dieser Cylinder ist einer, dessen Erzeugungs- 
linie mit der Binormalen zusammenfällt, er geht durch den Krüm- 
mungskreis und ist bereits oben Cap. V, § 10 erwähnt worden und 
einer, dessen Erzeugungslinie die Tangente ist, er fällt mit der 



122 



Schmiegungsebene zusammen. Macht die Erzengungslinie mit der 

Tangente einen Winkel /3, so ist der Contingenzwinkel des Ortho- 

dt 
gonalschnitts -7—5 und sein Bogenelement dssinß^ folglich der Radius 

d 8 
derselben ^ sin^ ß oder q sin^ ß. Für j3 = 90® erreicht dieser Aus- 
druck sein Maximum. 

§ 8. Die Loxodrome der Rotationskegelfläche. Auf 
einer Rotationskegelfläche vom Mittelpunkte S (Fig. 42), der Axe SD 
und der halben Oeffnung DSG = y liege eine Loxodrome, deren 

Tangente MT gegen die Erzeugungs- 
linie SG unter dem con stauten Winkel 
a geneigt sei. Sie hat den Mittel- 
punkt S zum asymptotischen Punkt, 
dem sie sich von beiden Seiten in un- 
endlich vielen Windungen annähert. 
Eine Gerade MD parallel der Axe 
SD^ die Erzeugungslinie MG und die 
Tangente MT bilden in M eine drei- 
flächige Ecke, welche an der Kante 
MG einen rechten Winkel hat, indem 
die Tangentenebene der Kegelfläche die 
Meridianebene senkrecht schneidet. Die 
diesen rechten Winkel einschliessenden 
Seitenflächen der Ecke haben die constanten Winkel a und y und 
bleibt die Ecke unveränderlich, wo auch immer der Punkt M 
auf der Loxodrome liege. Eine mit der Einheit als Radius um M 
beschriebene Kugelfläche liefert das entsprechende sphärische Dreieck 
DTG, dessen Hypotenuse DT mit H und dessen Winkel D und T 
mit ij; und (i bezeichnet werden mögen. 

1. Die constante Hypotenuse -ff, wofür cos 11= cos a cos y^ zeigt, 
dass die Tangente MT der Loxodrome constante Neigung gegen 
die Erzeugungslinie MD einer Cylinderfläche hat, parallel zur Kegel- 
axe SD. Daher ist die Curve zugleich eine Loxodrome dieser 
Cylinderfläche und diese die rectificirende Fläche derselben. Die 
Erzeugungslinie MD ist die rectificirende Gerade und die Tangenten- 
ebene DMT der Cylinderfläche die rectificirende Ebene. Es bildet 
daher die rectificirende Ebene der Loxodrome mit der Meridianebene 
T>SG einen constanten Winkel ip, für welchen tg^f ^= ig ai siny ist. 
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Flg. 43. 



Der Orthogonalschnitt der rectificirenden Cylinderfl&che ist daher eine 
logarithinische Spirale mit dem Pole auf der Kegelaxe und der 
Neigung t/; der Tangente gegen den Badiusvector, der vom Pole 
nach dem Punkte der Spirale geht. Die rectificirende Fläche ist 
demnach ein logarithmischer Spiralcylinder mit der Axe des Kegels 
als Spiralaxe und der Neigung t(; seiner Tangenteiiebene gegen die 

Meridianebene des Kegels. 

« 

2. Die Hauptnormalen der Loxodrome sind senkrecht zu den 
Tangentenebenen des Spiral cylinders, als der rectificirenden Ebene 
der Loxodrome, und sind Normalen dieses Cylinders in den Punkten 
M der Curve, sie laufen alle einer Ebene parallel, nämlich der 
Ebene des Orthogonalschnitts des Cylinders und alle Ebenen der 
ganzen Krümmung sind ihr parallel. Die Linien kürzesten Ab- 
Standes zweier aufeinanderfolgender Hauptnormalen sind parallel den 
rectificirenden Geraden, also parallel der ^ i' 

Kegelaxe und erzeugen eine Cylinderfläche, 
welche die Fläche der Hauptnormalen in 
deren Strictionslinie schneidet. Die Pro- 
jectionen der Hauptnormalen auf die Ebene 
des Orthogonalschnitts, der logarithmischen 
Spirale, sind Normalen dieser ebenen Curve 
und schneiden sich daher in den Krüm- 
mungsmittelpunkten Cq dieser (Fig. 43). Die 
Linien kürzesten Abstandes der Hauptnor- 
malen gehen durch die Punkte Cq der Evolute 
der logarithmischen Spirale und sind ihre 
Abstände u von den Curvenpunkten M der 
Loxodrome gleich den Krümmungshalbmessern q^ dieser Evolute. 
Nun ist die Evolute einer logarithmischen Spirale selbst wieder eine 
logarithmische Spirale von derselben Tangentenneigung i|;, aber um 

— TC in der Ebene gegen jene gedreht. Daher ist die Cylinderfläche 

der kürzesten Abstände der Hauptnormalen ein logarithmischer Spiral- 
cylinder von gleicher Neigung t/;, mit dem Spiralcylinder der rectifici- 
renden Geraden aber um — it gegen diesen gedreht. Ist nämlich S der Pol 

der logarithmischen Spirale m und bilden die Tangenten t^t^ in zwei 
aufeinanderfolgenden Punkten m, wi! mit den Radienver^toren Sm^ Sw! 
Winkel gleicht/;, so folgt aus dem Dreieck /Smm', dass der Winkel WA^m' 
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der Badienvectoren gleicli dem Contingenzwinkel twtt^ der Spirale ist. 
Dieser Contingenzwinkel ist aber gleich dem Winkel mc^nJ der 
Normalen wCq, wIcq und liegen daher die Punkte w, m\ S^ Cq in 
einem Kreise, der in der Grenze in m berührt und also die Nor- 
male mcQ zum Durchmesser hat. Daher bildet der Badiusvector SCq 
der Evolute mit deren Tangente gleichfalls den Winkel t/; und ist 
senkrecht zum Badiusvector Sm der Spirale (m). Daher ist die Evolute 
selbst eine loganthmische Spirale und stehen ihre Badienvectoren vom 
gemeinsamen Pole 8 ausgehend senkrecht auf den Badienvectoren der 
ursprünglichen Spirale Die beiden Normalen wCq, »w'c'q der Spirale 
m bestinmien das Element der Evolute und sind Tangenten an diese. 
Die Normalen CqCqq, c'qc'qq dieser Evolute bestimmen den Punkt Cqq der 
zweiten Evolute und bilden denselben Winkel mit einander, wie die Nor- 
malen in m und m\ Der Badiusvector Scqq der zweiten Evolute steht 
daher auf dem Badiusvector Scq der ersten senkrecht, d. h. es liegen 
^j ^> ^00 i^ gerader Linie. Es ist mcQ der Krümmungshalbmesser 
Qq der ersten und CqCqq der Krümmungshalbmesser der zweiten Evolute 

und daher cotg^ff = —' Sind daher die Punkte m, c^, Cqq der ur- 

sprünglichen Spirale und ihrer ersten und zweiten Evolute bekannt, 
so kann der Pol S und die Neigung t/; der Tangente gegen den 
Badiusvector des Pols gefunden werden. Ein Perpendikel CqS vom 
Evolutenpunkt Cq auf die Linie mCQQ gefällt, welche den Punkt m der 
Spirale mit dem entsprechenden Punkte ihrer zweiten Evolute verbindet, 
liefert der Pol S und das Verhältniss Qqq : Qq der Krümmungshalbmesser 
der zweiten und ersten Evolute giebt die Cotangente der Neigung i/;. 
3. Die Verhältnisse der drei Badien (>, r, JB sind constant, 
weil der Winkel H constant ist, den die Tangente der Curve mit 
der rectificirenden Geraden bildet. Man hat 

— = tgH, ~ = sinH. — = cos H, 

Ebenso sind die Verhältnisse des Contingenz-, Schmiegungs- und 
Winkels der ganzen Krümmung constant, nämlich 

dt . dO TT- ^^ ^ TT 

dh ist zugleich der Winkel zweier Krümmungshalbmesser oder 
der Contingenzwinkel des Orthogonalschnitts der rectificirenden 
Fläche. 
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Die Bogenelemente ds der Loxodrome und cIsq des Orthogonal- 
schnitts haben das Yerhältniss 

ds 1 



dSf^ sin H 
und ist das Yerhältniss der Krümmungshalbmesser q und q^ der Loxo- 
drome und des Orthogonalschnitts 

Q dsidx 1 

und daher: ^ ^ d^^TdJc ~ ^Ü^H 

^ sin*H sin H cos H cos H 

4. Da die Linie kürzesten Abstandes zweier aufeinanderfolgender 
Hauptnormalen durch den Evolutenpunkt des Orthogonalschnitts 
geht, so ist u = q^ und der kürzeste Abstand dn der Hauptnormalen 
dn = ds cos H = dsQ cotg H und daher der Parameter der Haupt- 
normalen dn dSf, ^ ^ ^ rr 

^^ dk^ di^^*^^^ ^0 ^^^^ • 

Ferner ist die Tangente der Neigung der Strictionslinie der 
Fläche der Hauptnormalen gegen die Linie ihres kürzesten Abstandes 

wenn wie oben (>oo= dqQi dk den Bj:ümmungshalbmesser der Evolute 
bezeichnet. Da dieser Werth constant ist, so bildet die Strictions- 
Hnie auf dem Cylinder der Linien kürzesten Abstandes eine Loxodrome. 

Ö. Der Neigungswinkel (i der Curve der Krümmungsmittel- 
punkte gegen die Krümmungsaxe genügt der Gleichung: 

^^ qda sin* H sin^ H dk ^" QqCOsH cosH 

d. h. es ist cos H = cotg tp cotg fi. 

Der Winkel ^ wird gebildet von der Tangente der Curve der 
Krümmungsmittelpunkte und der Krümmungsaxe; er ist aber gleich 
dem Winkel, welchen der Eadius der Schmiegungskugel mit der Haupt- 
normalen bildet. Der Eadius der Schmiegungskugel und die Haupt- 
normale sind aber senkrecht zur Tangentenebene der Schmiegungs- 
kugel und zur rectificirenden Ebene. Daher bilden die Tangenten- 
ebene der Schmiegungskugel und die rectificirende Ebene gleichfalls 
mit einander den Winkel fi und zwar an der Tangente der Loxo- 
drome, welche ihre Durchschnittslinie ist. Die rectificirende Ebene 
bildet mit der Meridianebene des Kegels, auf welchem die Loxo- 
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IX. Capitel. 

Die Fläche der Binormalen und die Fläche der Ebenen 

der ganzen Krttmmnng. 

§ 1. Die Curve als Strictionslinie der Binormalen- 
f lache. Nach Cap.I, § 9 erzeugen die Binormalen einer Curve (M) 
eine windschiefe Fläche, auf welcher die Curve selbst liegt und 
den Durchschnitt derselben mit der Fläche der Hauptnormalen und 
der rectificirenden Fläche darstellt. Die Curve schneidet die Bi- 
normalen unter rechten Winkeln und da zwei aufeinanderfolgende 
Binormalen auf den zugehörigen Schmiegungsebenen senkrecht stehen 
und diese sich in der Tangente der Curve schneiden, so stehen sie 
auch beide auf dieser senkrecht. Es ist daher die Tangente 
der Curve (M) die Linie kürzesten Abstandes zweier auf- 
einanderfolgenden Binormalen. Da dies von jeder Tangente 
gilt und diese sich in den Punkten der Curve schneiden, so folgt, 
dass die Curve (Jf) die Strictionslinie der Fläche ihrer 
Binormalen ist und dass die Fläche der Binormalen stets 
eine orthogonale Striction hat. Umgekehrt ist jede wind- 
schiefe Fläche mit orthogonaler Strictionslinie die Fläche 
der Binormalen dieser Curve. Denn jede Erzeugungslinie 
steht senkrecht auf der Linie ihres kürzesten Abstandes von der 
vorhergehenden und gleichzeitig senkrecht auf der Linie ihres kür- 
zesten Abstandes von der folgenden Erzeugungslinie. Daher steht 
sie senkrecht auf beiden ^ also auch auf der Ebene beider. Da diese 
Linien aber wegen der Eechtwinkligkeit der Striction Tangenten der 
Strictionslinie sind, so ist ihre Ebene die Schmiegungsebene dieser 
Curve und folglich die Erzeugungslinie der Fläche im Punkte der 
Strictionslinie senkrecht auf deren Schmiegungsebene, d.h. die Bi- 
normale. 

§ 2. Beziehungen der Binormalenfläche zur Fläche der 
Erümmungsaxen und zur rectificirenden Fläche. Die Bi- 
normalen einer Curve sind parallel den Erümmungsaxen derselben 
und die Normalebenen sind senkrecht zu den Linien kürzesten Ab- 
standes der Binormalen. Daher sind die Normalebenen Tangenten- 
ebenen an die Fläche der Binormalen in unendlich fernen Punkten, 
d.h. Asymptoten ebenen und folglich sind die Fläche der Erüm- 
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mungsaxen und die Fläche der Binormalen Asymptoten- 
flachen von einander. (Vgl. Cap VII, § 9.) 

Die rectificirenden Ebenen der Curve sind Tangentenebenen der 
Fläche in den Punkten der Curve, daher ist die rectificirende 
Fläche der Fläche der Binormalen längs der Curve um- 
schrieben. 

§ 3. Specielle Fälle. Ist die Curve eben, so geht die Fläche 
der Binormalen in einen Cylinder über, welcher mit dem rectifici- 
renden Cylinder zusammenfällt; ist die Curve sphärisch, so sind die 
Binormalen alle parallel den Erzeugungslinien eines Kegels. 

§ 4. Nach Cap. VI, § 10 erzeugt die Ebene der ganzen Krüm- 
mung eine abwickelbare Fläche, deren Erzeugungslinien den Haupt- 
normalen parallel laufen und die rectificirenden Ebenen in den Punkten 

Q (Fig. 28) schneiden im Abstände MQ = PcosH= Die Ebenen 

der ganzen Krümmung sind senkrecht zu den Linien des kürzesten 
Abstandes zweier aufeinanderfolgenden Hauptnormalen und berühren 
die Fläche der Hauptnormalea im Unendlichen, sie sind also Asymp- 
totenebenen dieser Fläche. Daher sind die abwickelbare Fläche 
der Ebenen der ganzen Krümmung und die Fläche der 
Hauptnormalen Asymptotenflächen zu einander. 



X. Capitel. 

Die Schmiegnngshelix und die conische Schmiegnngsloxodrome. 

§ 1. Cylinderloxodrome. Eine Curve, welche gegen die 
Linien schwächster oder stärkster Krümmung einer Fläche unter 
constantem Winkel geneigt ist, heisst eine Loxodrome der Fläche. 
Ist die Fläche eine Cylinderfläche, deren Erzeugungslinien das System 
der Linien schwächster Krümmung bilden, so wird sie auch eine 
Schraubenlinie, Schneckenlinie oder eine Helix genannt. Den vorher- 
gehenden Capiteln zufolge haben die Helixe, welche auf beliebigen 
Cylinderflächen liegen, folgende Eigenschaften: 

1. Die Cylinderfläche ist rectificirende Fläche der Helix, die 
Ebenen der ganzen Krümmung sind sämmtlich untereinander und 
die Hauptnormalen ihnen parallel; die Hauptnormalen sind Normalen 
des Cylinders. 
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XL Capitel. 

Geometrie der BeWiegnng der Curven doppelter Erfimmniig. 

§ !• Das Dreikant der Tangente, Haupt- und Bi- 
normalen. Die Normalebene, Schmiegungsebene und rectificirende 
Ebene mit ihren Durchscbnittslinien, der Tangente, Hauptnormalen 
und Binormalen bilden ein dreifach rechtwinkliges Dreikant von be- 
stimmter Lage für jeden Punkt der Curve. Von Punkt zu Punkt 
ändert es seine Lage; man kann es daher beweglich denken und 
sich die Frage vorlegen, wie dasselbe aus einer einem Punkte M 
der Curve entsprechenden Lage in die unmittelbar folgende, dem 
Punkte M^ entsprechende Lage gelangen könne. Zwei solche Lagen 
des Dreikants sind zwei congruente räumliche Punktsysteme oder 
gehören solchen an und jedem Punkt des einen ist ein Punkt des 
andern homolog. So entspricht dem Punkte M der Punkt M\ der 
Tangente in M die Tangente in M\ der Hauptnormalen die Haupt- 
normale, der Binormalen die Binormale u. s. w. Nach einem all- 
gemeinen Satze der Theorie solcher Systeme existirt immer eine 
Doppellinie beider, d.h. es giebt eine Gerade, in welcher eine Gerade 
des ersten Systems mit der ihr homologen Geraden des zweiten Systems 
zusammenfällt. Diese beiden zusammenfallenden homologen Geraden 
sind die Träger von homologen Punktreihen, welche aber im Allge- 
meinen nicht Punkt für Punkt coincidiren, sondern erst auf einander 
verschoben werden müssten, um zur Ooincidenz zu gelangen. Hieraus 
folgt, dass das Dreikant aus der ersten in die zweite Lage über- 
geführt werden kann durch eine Rotation um die Doppellinie in Ver- 
bindung mit einer Verschiebung (Translation) parallel derselben oder 
also durch eine Windung. Um die Axe dieser Windung und die 
Amplitude der Eotation um dieselbe, sowie die Parallelverschiebung 
einfach für den hier vorliegenden Fall zu finden, genügen einige 
wenige Sätze der Geometrie der Bewegung, die wir zunächst ent- 
wickeln wollen. 

§ 2. Aequivalenz der Translationen. Die Aufeinander- 
folge von zwei Parallel Verschiebungen (Translationen) eines Systems 
2 aus einer ersten Lage 2^ in eine zweite 2^ und sodann in eine 
dritte 2^ ist äquivalent einer Translation direct aus der Lage 2^ 
in die Lage 2^. Denn sind A^^ A^^ A^ drei homologe Lagen 
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eines Systempunktes (Fig. 44), so bleibt das System 2 während der 
Translation Ä^A^ sich parallel, ebenso während der Translation 
A^Ä^'j daher sind Z^ und Xg in Parallellage und kann folglich £ 
aus der Lage £^ nach 2*, durch Translation von der Grösse A^A^ 
gelangen. Man sieht leicht, dass die Ord- 
nung der Aufeinanderfolge der Translationen 
vertauschbar ist, sowie, dass beide Trans- 
lationen auch zugleich stattfinden können. 
Die Translation A^A^^ welche den beiden 
Aj^A^ und A^A^ zusammen äquivalent ist, 

heisst die Eesultante dieser, sie sind deren Componenten und ist 
die Eesultante die Diagonale eines Parallel ogrammes ^^^2^8-^4* 
welches mit den Componenten als Seiten construirt werden kann. — 
Man kann jede Translation eines Systems in zwei Componenten auf 
verschiedene Arten zerlegen, welche ihr zusammen äquivalent sind. 
Auch ist klar, dass die Zusammensetzung von beliebig vielen Trans- 
lationen in eine resultirende Translation in beliebiger Ordnung und 
mit Hülfe der Schlusslinie eines aus den Componenten gebildeten 
Polygonalzuges erfolgen kann. 

§ 3. Aequivalenz unendlich kleiner Rotationen. Zwei 
unendlich kleine Rotationen von den Amplituden (Rotationswinkeln) 
dd'^ d%^ um zwei sich in einem Punkte schnei- 
dende Axen a, h (Fig. 45) sind zusammen äquivalent 
einer einzigen Rotation d@ um eine durch den 
Schnittpunkt hindurchgehende, in die Ebene (a6) 
fallende Axe c. Diese Axe theilt den Winkel ah 
in dem Sinusverhältniss 

sin ac sin ch sin ab 

~d¥~^~~d9' d& 

und die resultirende Amplitude d0 der Axe c ist 

die Diagonale eines Parallelogramms, welches die 

auf den Axen a, h von aus aufgetragenen Amplituden c^O*, dd"' 

zu Seiten hat, sodass 

dS^= d^^+ d^'^+ 2d&dd'Uos{ah) 
ist. Es ist nämlich leicht zu zeigen, dass es in der Ebene der 
Axen eine Gerade giebt, deren Punkte durch die beiden Rotationen 
nach entgegengesetzten Seiten der Ebene um gleiche unendlich kleine 
Strecken geschleudert werden und folglich in Ruhe bleiben. Denn 

Schell, Iheorio d. Ciirven. 2. Aufl. 9 
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die Axe a theilt die Ebene a6 in zwei Felder, deren Punkte in 
Folge der Botation mn a nach entgegengesetzten Seiten dieser Ebene 
geschleudert werden. Ebenso zerlegt die Axe h die Ebene al> 
in zwei Felder von entgegengesetzten Bewegungen. Beide Axen 
zusammen theilen daher die Ebene ab in zwei Paar Scheitelräume, 
von denen die Punkte des einen entgegengesetzte Bewegungen an- 
nehmen, während die des andern in demselben Sinne geschleudert 
werden. Bios in dem ersten Paare können daher sich Punkte finden, 
deren entgegengesetzte Bewegungen sich tilgen ^ die mithin in Buhe 
bleiben. Ist y ein Punkt dieses Scheitelpaares und fallt man von 
ihm die Perpendikel yP und yQ auf die Axen a, &, so sind die 
beiden entgegengesetzten Schleuderungswege, die derselbe beschreiben 
würde, yP ' dd' und yQ-d^'] er bleibt also in Buhe, wenn 
yP • d^ = yÖ • dd^^ d. h. wenn seine Abstände yP^ yQ von den Axen 
a, h der Bedingung genügen 

dd^ dO" 
Verbindet man y mit durch die Gerade c, so werden 
yP = Oy ' sinac^ yQ=Oy • sin ah und geht die Proportion über in 

sinac sincb 
dd^ dd" 

Da der Punkt in Buhe bleibt, so bleiben alle Punkte von c 
in Buhe, wenn einer von ihnen, y, in Buhe bleibt. Die Axe c 
theilt den Winkel ah in dem angegebenen Verhältniss und existirt 
daher immer. Sie ist auch £e Diagonale des Parallelogramms, 
welches mit den auf a, h aufgetragenen Längen c^O*, dd"' construirt 
werden kann. Um die Amplitude dS der resultirenden Botation 
um die Axe c zu finden, bemerke man, dass der Punkt P seine 
Bewegung blos der Amplitude d& um die Axe h verdankt, da er 
auf der Axe a liegt. Seine Schleuderung um h wäre das Product 
seines Abstandes PO - sin ah von der Axe h und der Amplitude ci-d-' 
um diese, mithin dd^ * PO - sin ah. Diese Schleuderung, durch die re- 
sultirende Amplitude dS um c hervorgebracht, wäre dS * PO * sinac 
und die Gleichsetzung beider Werthe liefert 

d • sin (ac) = dd^'- sin ah. 

Ebenso verdankt der Punkt Q seine Schleuderung blos der 
Botation dd' um a und hat man in ähnlicher Weise 

d& ' sinch =^ dd ' sin ah. 
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Aus beiden Relationen folgt in Verbindung mit der obigen 

sin a c sin c h sin a h 
~dV d¥' ^ d® 

Zieht man noch ya und yß parallel der Axen 6, a, so mrd 

sin ac sin ah sin ah 

mithin ^^ ^ ^' 

d^ dd- df> 

und da Oß^Ö^ ~ Ö7 

0/= Oa^+ Oß^+ 20a' Oß' cos ah 
ist, folgt ^Q2_ ^^2^ ^^f2j^ 2d&d^' cos ah. 

Man sieht leicht, dass die beiden unendlich kleinen Rotationen 
in beliebiger Folge oder auch zusammen eintreten können. 

§ 4. Unendlich kleine Rotation und Translation senk- 
recht zur Axe derselben. Rückt die Axe h ins Unendliche, so geht 
die Rotation um sie in eine Translation dr senkrecht zu der Ebene, 
welche durch a parallel zu der ins Unendliche rückenden Axe ge- 
legt werden kann und ist mithin auch senkrecht zur Axe a. 
Vermöge dieser Translation erleiden die Punkte der Ebene alle 
gleiche Schleuderungen dt in demselben Sinne 
senkrecht zur Ebene (Fig. 46); vermöge der 
Rotation dd" um a haben die beiden Felder der- 
selben, in welche sie durch die Axe a zerlegt 
wird, entgegengesetzte Schleuderungen und giebt 
es daher ein Feld, in welchem sich die Schleu- 
derung dv und die von der Rotation dd' her- 
rührende Schleuderung, welche im Abstände x 
von der Axe a gleich x - dd^ ist, tilgen können. 
Dies tritt ein für alle Punkte einer zu a 
parallelen Axe c, deren Abstand x sich aus der Gleichung xdd' =^ dx 

ergiebt, nämlich ^ '= te,' Man erkennt hieraus unmittelbar, dass 

eine unendlich kleine Rotation von der Amplitude dd- um eine Axe a 
imd eine zu ihr senkrechte Translation dv zusammen äquivalent 
sind einer blossen Rotation um eine zu a parallele Axe c von der- 
selben Amplitude dd', welche sich in der durch a senkrecht zur 

dt 
Translationsrichtung zu legenden Ebene im Abstände -j^, findet und 

zwar auf der Seite von a, auf welcher die Punkte der Ebene in 

9* 
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Fig. 47. 
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in dieser Ebene im Abstände -^sinX 



Folge beider Bewegungen, der Rotation und der Translation ent- 
gegengesetzte Schleuderungen erleiden. Die Folge der Rotation und 
Translation ist vertauscbbar; auch können beide zugleich erfolgen. 

§ 5. Eine unendlich kleine Rotation d^ um eine Axe a 
und eine Translation dxy welche unter einem Winkel "k 
gegen die Axe a geneigt ist (Fig. 47), sind zusammen äqui- 
valent einer Windungsbewegung um eine zu a parallele 
Axe. Denn man zerlege die Translation dx in zwei Componenten, von 

denen die eine, dx cosX^ parallel, die andere, 
dx sinXy senkrecht zur Axe a ist. Nun lege 
Ä^ man durch a eine Ebene senkrecht zur Rich- 

tung von dx sinX^ so wird die Rotation dd 
um a in Verbindung mit der zu a senkrechten 
Translation dx sinX äquivalent sein einer 
blossen Rotation um eine zu a parallele Axe c 

und 

zwar auf derjenigen Seite von a gelegen, auf 
welcher die Punkte vermöge dd^ und dx sin X 
entgegengesetzte Bewegungen annehmen. Diese Rotation dd" um c 
verbindet sich mit der noch übrigen, zu c parallelen Translations- 
componente dx cos X zu der unendlich kleinen Windungsbewegung. 

§ 6. Werden die beiden Axen a und h des § 3 ein- 
ander parallel und ihre Amplituden dd' und d&' einander 
gleich und dem Sinne nach entgegengesetzt, so ist die 

resultirende Bewegung des Systems eine 
unendlich kleine Translation, senkrecht 
zu der Ebene der beiden Axen. Denn ist y 
(Fig. 48) irgend ein Punkt der Axenebene und 
ÄyB die durch ihn in dieser Ebene gelegte 
Senkrechte zu beiden Axen, so erlangt derselbe 
durch die Rotation dd" um a eine unendlich 
d^^^ kleine Schleuderung Äy - dd" senkrecht zur Axen- 
j ebene und durch die entgegengesetzte Rotation 

— dd" um h eine Schleuderung yB • dd' in gleichem 
Sinne mit jener. Beide geben zusanunen die resultirende Schleude- 
rung {Ay '\- yB)d^ === AB ' d^^ wo auch immer der Punkte y in 
der Ebene der Axen liegen mag. jflle Punkte der Ebene ah und 
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mithin auch alle Punkte des ganzen beweglichen Systems erlangen 
diese von der Lage der Punkte unabhängige gemeinschaftliche 
Schleuderung gleich dem Producte aus der Amplitude dd" und dem 
Abstände AB der Axen senkrecht zur Ebene dieser Axen. Den 
Sinn dieser Translation erkennt man leicht, indem man die entgegen- 
gesetzt gleichen Amplituden d^ und — dd" auf den Axen aufträgt 
und die Stellung der Pfeilspitzen derselben mit dem Sinne der Uhr- 
zeigerbewegung vergleicht. Die Translation erfolgt nach derjenigen 
Seite der Axenebene afe, von welcher aus die Stellung der Pfeil- 
spitzen mit der ührzeigerbewegung harmonirt. Die Verbindung der 
beiden entgegeo gesetzt gleichen Amplituden dd' um parallele Axen 
heisst ein Rotationspaar und AB • dd" sein Moment. Ein solches 
Paar ist stets äquivalent einer zur Axenebene senkrechten Trans- 
lation, gleich dem Momente des Paares. Alle Rotationspaare von 
gleichem Momente in derselben Ebene liegend und von demselben 
Sinne (harmonirend oder disharmonirend mit der ührzeigerbewegung) 
sind einander äquivalent. 

§ 7. Zwei unendlich kleine Rotationen von den Ampli- 
tuden dd"^ d9^ um zwei gekreuzte Axen a, h sind äquivalent 
einer unendlich kleinen Windung. Die unendlich kleine Ampli- 
tude dS und die unendlich kleine Translation dx dieser Windung 
wird, wie folgt gefunden. 

Es sei AB (Fig. 49) der kürzeste Abstand der Axen a, fe; 
durch A lege man eine Axe h' parallel h und ertheile dem System 
um sie zwei entgegen- 
gesetzt gleiche Rotationen 
von den Amplituden f?0'' ■ 
und — dd-\ Dieselben 
können, da sie sich tilgen, 
dem System ohne Störung 
seiner Bewegung ertheilt 
werden. Die Amplituden 
dd" um a und dd'' um &' sind 
aber äquivalent einer Am- 
plitude d & um eine Axe c, 
welche durch A hindurch- 
geht und in die Ebene ah' fallt Sie kann nach § 3 gefanden 
werden. Die noch übrigen Rotationen dB'' um b und — dd"' um b' 
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bilden aber ein Paar, welches einer Translation AA!^ AB * dd^ 
äquivalent und senkrecht zu der Ebene hh^ ist. Der Sinn dieser 
Translation weist nach der Seite der Ebene hb' hin, von welcher 
aus die Stellung der Pfeilspitzen der auf &,&' aufgetragenen Ampli- 
tuden dd" und — dd^ mit dem Uhrzeigersinn harmonirt. Diese 
Translation AA' spalten wir in eine Componente aA^ parallel zur 
Axe c und eine Aa senkrecht zu c. Die letztere ist in Verbindung 
mit der resultirenden Amplitude d 6 um c äquivalent einer Amplitude 
d& um die parallele Axe c im Abstand Acc : d&. Diese Amplitude 
dS um c verbindet sich mit der noch übrigen, zu c parallelen 
Translation ccA\ zu der Windung um die Axe c. Die Axe c 
schneidet den kürzesten Abstand ^^ in einem gewissen Punkte C, 
dessen Lage noch zu bestimmen ist. Wir können die Elemente der 
resultirenden Windung sehr einfach mit Hülfe der Bewegungen 
finden, welche die Punkte der Axen a und h erlangen, und sie durch 
diese' Elemente darstellen. 

Die Punkte der Axe b verdanken ihre Bewegung allein der 
Rotation d& um die Axe a. So beschreibt in Folge dieser Rotation 
der Fusspunkt B des kürzesten Abstandes AB ein unendlich kleines 
Kreisbogenelement BB'== AB - d&^ dessen Ebene senkrecht ist zur 
Axe a und welches als eine unendlich kleine, die Axe a recht- 
winklig kreuzende Strecke anzusehen ist. Dasselbe zerfällt in die 
beiden Componenten parallel und senkrecht zur Axe c der gesuchten 
Windung: ^^r_ j^^f. ^.^^^ = AB d^ - sinac 

^^ Bß = BB'- cosac = AB - d^ - cosac. 

Ebenso verdankt der Fusspunkt A des kürzesten Abstandes seine 
ganze Bewegung der Rotation dd-' um b. Diese ist AA^=BA • d&^ 
und zerfällt ebenso in die Componenten: 

aA^'^- BA ' d\)'' sincb und Aa = BA - dd-^ - coscb 

parallel und senkrecht zur Axe c. Da durch die Windung um c 
alle Punkte des Systems um gleiche Strecken parallel zur Windungs- 
axe verschoben werden, so müssen aA^=^ ßB^= dz, nämlich gleich 
der Translation der Windung sein. Da f eruier dieselben vermöge 
der Amplitude d6 der Windung senkrecht zur Axe c unendlich 
kleine Wege proportional ihren Abständen von dieser Axe be- 
schreiben, so sind jB/3 = CB • d und aA = AG - dS. Daher hat 
man die vier Gleichungen: 
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AB ' dd • sinac = dx^ AB - d^ - cosac ^ CB • dO^ 
AB ' d^' sincl^ dx, AB • d^^ ^ coscl ^ AC - d®. 
Aus ihnen folgt 

T^ == GB ' tgac ^ AC - tgch 
und mithin ^ _ ^[«c 

d.h. die Windungsaxe c theilt den kürzesten Abstand der 
Axen a, b im Verh&ltniss der Tangenten der Winkel, 
welche sie mit den Axen a und h bildet. 

Weiter folgt ^^ ^^/ 

__ — == _ , 

smco sinac 

was ausdrückt, dass die Windungsaxe c die Richtung der Diagonalen 
des Parallelogramms (Fig. 49 a) hat, dessen Seiten Fig 49». 

die auf den Axen a, b aufgetragenen Amplituden 
d&, dd^ sind. Endlich ergiebt sich noch 

AB{d%"Cosac + d^^'COScb)^ {AC + CB)dS 

^^®^ d^ • cosac + dd^' coscb = d&, 

d. h. die Länge der Diagonale des genannten 
Parallelogramms giebt die Grösse der Amplitude dS der resul- 
tirenden Windung an. Daher ist auch 

d®^=^d^^+d^'^+2d^d^'co8ab und "^^ ^^' ^^ 




sin c h sin a c sin a h 
Hierzu findet sich noch 

dx = AB'Sinab — rs— • 

Das Theilungsverhältniss des kürzesten Abstandes AB durch 
die Windungsaxe kann noch auf eine etwas andere Art dargestellt 
werden. Die Projectionen des aus d&^ d^\ d@ gebildeten Dreiecks 
auf seine» Seiten geben nämlich 

d@ ' coscb ^ dd'^+ dd- • cosab^ 
dß ' cosac = d& cosab + d&^ 

wodurch £5 _ ^ . coscb ^ ^ d^'+dd'cosab 

. , CB dd" cosac'~ dd" d&' cosab4-d9' 

wird. 
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Für den speciellen Fall, dass die Axen a, h parallel sind, 

ÄC d^' 
wird sin ah = 0^ also dt = 0, dS^d^-^dd^^ ^tb =* -j^ ' 

Im Falle, dass der Winkel der Axen gleich — n;, hat man 



ÄG fd&'\i - .^ d^d»' 

77^ = 1 -j-^ 9 dt = AB — ■ 

CB yd&J Yd^*+dd^'* 

Für ab ^ 7t erhält man: 



2 



(%)\ dr^ÄB^-JH^. d&'=d^'+d&^\ 



§ 8. Conjugirte Axen. So wie zwei unendlich kleine Ro- 
tationen um gekreuzte Axen a, ?> zu einer Windung vereinigt werden 
können, so kann umgekehrt eine Windung in zwei Rotationen um 
solche Axen aufgelöst werden; dahei kann die eine der beiden Axen 
noch willkürlich anderen Bedingungen gemäss gewählt werden. Zwei 
Axen, um welche zwei unendlich kleine Amplituden einer gegebenen 
unendlich kleinen Windung zusammen äquivalent sind, heissen con- 
jugirte Axen. Ihre interessanten Eigenschaften zu entwickeln ist 
hier nicht der Ort, vielmehr gehört dieser Gegenstand der Geometrie 
der Bewegung als besonders wichtig an.* 

§ 9. Elementarbewegung des Dreikants der Tangente, 
Hauptnormale und Binormale. Das dreifach rechtwinklige Drei- 
kant der Tangente f , Hauptnormale n und Binormale 1) kann durch drei 
einfache Bewegungen, eine Translation und zwei Rotationen aus einer 
ersten, dem Punkte M entsprechenden Lage (tnl)) in eine unmittelbar 
folgende, dem Punkte Jf' entsprechende Lage (t'n'b^) übergeführt 
werden. Diese drei Bewegungen können in beliebiger Ordnung oder 
auch gleichzeitig erfolgen. Ertheilt man dem Dreikant zunächst 
eine Translation von der Grösse, Richtung und dem Sinne des 
Bogenelementes MM''= ds^ so verschieben sich die Tangente und 
die Schmiegungsebene um diese Strecke in sich selbst und rücken 
die Haupt- und Binormale um diese Strecke parallel mit sich fort. 
Erleidet hierauf das System eine Rotation von der Amplitude gleich 
dem Contingenzwinkel dt in dem Sinne dieses um die Binormale 
in der neuen Lage, so dreht sich die Schmiegungsebene in sich 
selbst um den Punkt M'y gelangt die Tangente in die Lage t^ und 

* Vgl. hierüber meine „Theorie der Bewegung und der Kräfte". 
2. Aufl. Leipzig, Teubner, 1879, Bd. I, Cap. V. 
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die Hauptnormale in die Lage der Normale des Punktes M\ welche 
in die Schmiegungsebene des Punktes M fällt und die Projection 
von V auf diese Schmiegungsebene darstellt. Die Hauptnormale 
schneidet sich in dieser Lage mit ihrer ersten Lage n im Krüm- 
mungsmittelpunkte C des Punktes M, Lässt man hierauf das System 
um die Tangente t^ um den Schmiegungswinkel d(S m dessen Sinne 
rotiren , so hebt sich die Schmiegungsebene aus ihrer ersten Lage her- 
aus und gehen die Hauptnormale und die Binormale in ihre definitiven 
Lagen n! und V über. Der Uebergang des Dreikants (tnl)) in seine 
zweite Lage (t'n'h^) ist vollendet. Man erkennt unmittelbar, dass 
diese drei Bewegungen in jeder ihrer sechs möglichen Folgen oder 
auch zugleich eintreten können. Dieselben können aber auch paarweise 
zusammengesetzt werden. So ist die Translation MM' in Ver- 
bindung mit der Rotation dz um die zu ihr senkrechte Binormale 
äquivalent einer blossen Rotation dz um eine zur Hauptnormalen 

h parallele Axe Je im Abstände t- von b und liegt die Axe h in 

der Normalebene des Punktes M auf der Seite von 6, nach welcher 
die Rotation dz erfolgt, d.h. auf der Seite des Krümmungsmittel- 
punktes C, Der Abstand der Axe k von h ist gleich dem Krüm- 
mungshalbmesser Q = j-' Man ersieht hieraus, dass das Dreikant 

aus seiner ersten Lage (tnh) in die zweite (f'w'&') übergehen kann 
durch eine Rotation von der Amplitude gleich dem Contingenzwinkel dz 
um die Krümmungsaxe und eine zweite Rotation um die Tangente 
um den Schmiegungswinkel da, beide Rotationen in vertauschbarer 
Ordnung oder gleichzeitig um ihre Axen ausgeführt, übereinstimmend 
mit dem Sinne des Contingenz- und Schmiegungswinkels. Nach § 7 
sind diese beiden Rotationen äquivalent einer Windung um eine 
zum kürzesten Abstände von t und ä;, nämlich zu MC senkrechte 
Axe. Wir werden diese Windung nachher eingehend behandeln und 
wollen sie die Elementarbewegung des Dreikants nennen. — 
Ebenso können die beiden Rotationen dz um h und da um t zu 
einer Rotation vereinigt werden. Nach § 3 liegt die resultirende 
Axe in der Ebene der beiden Axen h und t und geht durch deren 
Schnittpunkt M hindurch. Sie ist die Diagonale eines Parallelo- 
gramms, welches über den auf den Axen h und t als Längen auf- 
zutragenden Amplituden dz und da construirt werden kann. Da 
h und t in die rectificirende Ebene fallen und zu einander senkrecht 
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sind, so ist dies Parallelogramm ein Eechteck und die resultirende 
Axe keine andere als die rectificirende Gerade, welche mit der 

Tangente den Winkel H bildet, für den ^^=j~==t~'a~^~ 

ist. Man erkennt daher hieraus, dass die drei Bewegungen des 
Dreikants zusammen auch äquivalent sind der Translation MjM!= ds 
in Verbindung mit einer Rotation um die rectificirende Gerade von M 
von der Amplitude, deren Quadrat di^ -\- do^ ist, d. h. von der Am- 
plitude gleich dem Winkel dk der ganzen Krümmung. Wir werden 
die Aequivalenz dieser beiden Bewegungen mit der vorhin erwähnten 
Windung nachweisen können. Denn nach § 5 ist die Rotation dk 
um die rectificirende Gerade in Verbindung mit der zu ihr unter 
dem Winkel H geneigten Translation einer Windung äquivalent um 
eine zur rectificirenden Geraden parallele Axe. 

§10. Die Elementarwindung des Dreikants. Nach § 6 hat 
die Windungsaxe c die Richtung der Diagonale des Rechtecks, welches 
mit den auf der Binormalen und der Tangente aufgetragenen Längen 
dx und da construirt werden kann. Diese Richtung ist daher die 
der rectificirenden Geraden und gegen die Tangente unter dem 

Winkel H geneigt, wofür tgH=-^ = — ist. Die Windungsaxe c 

theilt femer den kürzesten Abstand MC in dem Verhältniss 

-^TTT = T—T = -^' j~ = ( j- I = "T • Daher ist der Abstand ME 
EC tgck da dt \daj q^ 

r* 111 

zu finden aus u:(q — u)==—^. d. h. mit Rücksicht auf -, H — • = t^ 

als u = — Die Windungsaxe ist daher die Linie kürzesten Ab- 

standes der Hauptnormalen der aufeinanderfolgenden Punkte -3f und M^. 
Das Quadrat der Amplitude der Windung ist dr^+ d[a^= dk^. Die 
Windungsamplitude ist daher gleich dem Winkel dk der ganzen 

Krümmung. Die Translation der Windung ist q ,, r= 0(5 . _ 
= ds ' — = dscosH^ d. h. gleich der Projection des Bogenelements 

auf die Richtung der rectificirenden Geraden, 

Den Quotienten der Translation durch die Amplitude der Win- 
dung nennt man den Parameter ;p der Windung Es ist mithin 

p = J7. — = Diese Entwickelung liefert den Satz: 

Das Dreikant der Tangente, Hauptnormale und Bi- 
normale kann durch eine Elementarwindung aus der einem 
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Punkte M der Curve entsprechenden Lage in die unmittel- 
bar folgende Lage übergeführt werden, deren Axe die Linie 
des kürzesten Abstandes der beiden aufeinanderfolgenden 
Hauptnormalen, deren Translation die Projection dscosH 
des Bogenelements auf diese Axenrichtung, deren Amplitude 
gleich dem Winkel dh der ganzen Krümmung und deren 

Parameter J9 die dritte Proportionale jp = - zum Eadius 
der ganzen Krümmung und dem Schmiegungsradius ist. 

Man erkennt unmittelbar, wie die übrigen Zusammensetzungen 
der drei Bewegungen des Dreikants zum gleichen Resultate fuhren. 
Fig. 50 dient zur Erläuterung. rig. 5o. 

Die Axe der Windung 
ist die Axe der Schmiegungs- 
helix. Die Tangente und die 
Krümmungsaxe sind conju- 
girte und zwar rechtwinklig 
conjugirte Axen der Elemen- 
tarwinduDg. 

§ 11. Die Fläche der Windungsaxen. Die aufeinander- 
folgenden Windungsaxen bilden eine im Allgemeinen windschiefe 
Fläche, welche die Fläche der Hauptnormalen in deren Strictions- 
linie schneidet. Diese Curve ist zugleich auch die Strictionslinie 
der Fläche der Windungsaxen. Denn sind n, n\ w" drei aufeinander- 
folgende Hauptnormalen und w, oo! die beiden Windungsaxen (Fig. 51), 
welche das Dreikant aus der Lage (tnh) in die folgende Lage (t^rJV) 
und aus dieser in die dritte (t"n!'V') Fig. 6i. 

überfuhren, so steht co senkrecht auf 
n und n' in den Punkten E^ e und co' 
senkrecht auf /^' und n!^ in E\ e\ mit- 
hin ist n* senkrecht zu co, oo' in e, JK' 
und ist mithin E' der Punkt der 
Strictionslinie von ©' auf n\ Die 
Fläche der Windungsaxen und die 
Fläche der Hauptnormalen berühren 
einander längs der Strictionslinie. Denn die Tangentenebene der 
Fläche der Hauptnormalen in E enthält die Hauptnormale n, die 
Windungsaxe w und die Tangente EE^ der Strictionslinie. 
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Der kürzeste Abstand zweier Windungsaxen ro, ro' ist eE' = du 
und ihr Winkel ist dH^ da sie zweien rectificirenden Geraden 
parallel sind. Der Parameter der Fläche der Windungsaxen längs 
der Erzeugungslinie o ist daher: 

d . — 
au Q 

d • arctg— 

Die Windungsaxe wechselt mit der Lage des Dreikants tftb. 
Denkt man sich das Dreikant continuirlich durch alle seine Lagen 
hindurchgeführt, so hat die Windungsaxe selbst eine ideelle Wechsel- 
bewegung. Diese ist selbst eine Windung; denn diese Axe verschiebt 
sich parallel mit sich selbst um die unendlich kleine Strecke du 
und rotirt zugleich um die Axe n\ in welche diese Strecke 
hineinfällt. 

Eine windschiefe Fläche kann auf zwei Arten in eine abwickel- 
bare Fläche übergehen, einmal dadurch, dass der kürzeste Abstand 
zweier aufeinanderfolgenden Erzeugungslinien Null wird und ein 
andermal dadurch, dass der Winkel beider Erzeugungslinien ver- 
schwindet. Im vorliegenden Falle kann daher die Fläche der Windungs- 
axen abwickelbar werden, erstens, wenn du = wird,* d. h. wenn 
die Punkte E' mit den Punkten e zusammenfallen, oder also die 
Strictionslinie der Fläche der Hauptnormalen die Hauptnormalen 
rechtwinklig schneidet. Die Windungsaxen sind alsdann die Tan- 
genten der Strictionslinie; zweitens aber auch, wenn dH = wird, 
d. h. wenn die rectificirende Fläche eine Cylinderiläche und die 
Curve (Jf) auf ihr eine Helix ist. Treffen beide Fälle zusammen ein, 
so fallen alle Windungsaxen in eine Gerade zusammen und wird 

die Fläche der Hauptnormalen ein Helicoid. 

E^ E^ 

In dem ersten Falle ist c? • — = d. h. — = const Es ist 

aber nach Cap.VI, § 14 - der Krümmungshalbmesser des Normal- 

Schnitts der rectificirenden Fläche im Curvenpunkte M senkrecht 
zur rectificirenden Geraden. Die rectificirende Fläche hat in diesem 
Falle demnach die Eigenschaft, dass der Krümmungshalbmesser ihres 
Hauptnormalschnitts stärkster Krümmung constant ist.* 



* Vgl. Cesaro, Theoreme de cin^matique. NouveUes annales de 
mathematiques. Si^me Se'rie, T. 3, p. 434 — 436 (1884). 
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§12. Die Fläche der Windungsaxen im Dreikant. Während 
das System des Dreikants sich längs der Curve hinbewegt, sodass 
seine drei Geraden f, w, & fortwährend mit der Tangente, Haupt- 
normalen und Binormalen zusammenfallen, föUt auch eine bestimmte 
Gerade desselben mit der Windungsaxe zusammen und bilden alle 
diese, den verschiedenen Lagen des Dreikants entsprechenden Geraden 
eine conoidische Fläche, welche die Axenfläche längs der Windungs- 
axe berührt, deren Natur sich auf folgende Weise untersuchen lässt. 
Die mit der Windungsaxe zusammenfallende Erzeugungslinie des 

Conoids schneidet die Gerade n im Abstände u = — von der Ecke 

^ r 

des Dreikants und ihre Neigung IT gegen t ist gegeben durch fgH= —- 

111 ^ 

Mit Hülfe der Laueret' sehen Eelation ^ == — ä H — g ergiebt sich 

i* = -5-7— j und zugleich wird sin2H= ^ . g - Hieraus folgt 

u = —r sin 2H. 

Während der Bewegung des Dreikants bildet die Erzeugungslinie 
des Conoids mit der Geraden i den veränderlichen Winke] H und 
schneidet die Gerade n im Abstände y^g 52 

u = MB (Fig. 52) von der Ecke gleich 
dem Producte aus dem halben Schmie- 
gungsradius r und dem Sinus des dop- 
pelten Winkels K. Ein Kreis, welcher 
die Gerade n va M. berührt und zum 
Durchmesser MT = r hat, liefert mit 
Hülfe des Winkels TMU = H den Ab- 
stand u = PM = ME. = —rsin2H. 

Für die Curven constanten Scbmiegungsradius r beschreibt die Er- 
zeugungslinie daher ein Plücker'sches Conoid(Bairsches Cylindroid) * 

Aus dem Windungsparameter i? = -7- findet man p = — Qsin2H 

und mithin u:p = riQ = fg H. 

* Vgl. Demoulin, Quelques remarques relatives ä la throne des 
courbes gauches ^Bulletin de la soci^t^ mathto de France, T. XX, p. 43 — 46). 
Ueber das Plücker'sche Conoid vgl. Plücker, Neue Geometrie des Raumes. 
Leipzig 1868, S. 97; Ball, The theorie of screws, Dublin 1876; Lewis, 
On the Cylindroid. Messenger of Math, Vol. IX, p. 1—6 (1879); sowie meine 
Theorie der Bewegung und der Kräfte, Leipzig 1879, B. II, S. 218 u. flg. 
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XII. Capitel. 

Die cycliflcirenden Fläcben. 

§ L Die cyclificirende Fläche als Verallgemeinerung 
der rectificir enden Fläche. Die rectificirende Fläche ist die ab- 
wickelbare Fläche, welche durch die Curve hindurchgeht und bei 
ihrer Abwickelung dieselbe in eine Gerade transformirt. Das Problem, 
die rectificirende Fläche einer Curve zu finden, ist nur ein specieller 
Fall eines allgemeineren, welches verlangt, durch die Curve eine 
abwickelbare Fläche zu legen, durch deren Abwickelung dieselbe in 
einen Kreis von gegebenem Radius A oder wenigstens ein Bogen der 
Curve in einen Kreisbogen von diesem Radius übergeht. Eine solche 
Fläche nennen wir eine cyclificirende Fläche der Curve, ihre 
Tangentenebenen die cyclificirenden Ebenen und ihre Er- 
zeugungslinien die cyclificirenden Geraden derselben.* 
Wird der Radius A = cx), so geht der Kreis in eine Gerade und die 
cyclificirende Fläche in die rectificirende über. 

Zunächst ist leicht zu zeigen, dass die cyclificirende Fläche für 
den Radius A nur dann möglich ist, wenn A nicht kleiner, als der 
grösste Krümmungsradius der zu transformirenden Curve oder des zu 
transformirenden Theiles derselben ist. Sind nämlich (Fig. 53) MG^ 
M'G\ M"G" die drei durch die Punkte M, M', M" gehenden cyclifi- 

cirenden Geraden und dreht man das 
Flächenelement M'G'M" um die Ge- 
rade Jf '6r' um, bis es mit dem Flächen- 
elemente M^ GM in eine Ebene fällt, 
so gelangt die Tangente Jf ' T' in die 
Lage M^ t und geht der Contingenz- 
winkel TM'T^ = dx der Curve dop- 
pelter Krümmung in den Contingenz- 
winkel TMU = e?ri der transformirten 
ebenen Curve, des Kreises, über. Bei dieser Bewegung beschreibt die 
Tangente M' T' das Element eines geraden Kegels um M' G als 

* Molins, De la surface däv^loppable passant par une courbe 
donn^e quelquonque, et qui, par son däv^loppement, transformerait cette 
courbe en un arc de cercle de rayon donn^. Journ. d. Math. 2^^^^ S^rie. 
T.I. p. 265. 
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Axe, und da die Ebene T'M^t demzufolge senkrecht steht auf der 
Ebene TM^G, so bilden die drei Tangenten M^ T, M^ T' und M't 
eine an der Kante M' t rechtwinklige Ecke und ist mithin <)C TM' T' 
nicht kleiner als <)CTM'ty d. h. dz nicht kleiner als dr^^ und da 
das Bogenelement MM' = ds hierbei nicht alterirt wird, so folgt 

aus den Gleichungen 

j ds . ds 
(IT = — ? ati = -r» 

worin q den Krümmungshalbmesser in M bedeutet, dass Ä nicht 
kleiner als q sein kann. Da dies in allen Punkten der Curve (^M) 
gilt, so folgt, dass die Transformation nur insoweit möglich ist, also 
die cyclificirende Fläche nur insoweit existiren kann, als der ge- 
gebene Eadius Ä nicht kleiner als alle in Frage kommenden 
Exümmungshalbmesser ^, d. h. nicht kleiner als der grösste unter 
ihnen ist. 

§ 2. Neigung der cyclificirenden Ebene gegen die 
Schmiegungsebene. Um den Neigungswinkel i der cyclificirenden 
Ebene gegen die Schmiegungsebene der Curve (M) zu finden, be- 
schreiben wir um M' mit der Einheit als Radius eine Kugel. Auf 
ihr bestimmen die Tangenten M T, M' T' und die cyclificirende 
Gerade M' G ein sphärisches Dreieck ABC, in welchem <)^Ä = i 
ist und C den unendlich kleinen Winkel darstellt, den die cyclificirende 
Ebene AM' C mit der folgenden cyclificirenden Ebene BM'C bildet. 
Ein Perpendikel BP von der Ecke B auf die gegenüberliegende 
Seite AC gefällt, theilt diese so, dass PC=^BC und AP =^ dr^ 
wird. Daher folgt aus dem unendlich kleinen bei P rechtwinkligen 
Dreieck ABP^ in welchem AB = dx ist, 

dt. 

cos % = -j-i 
dt 

und folglich mit Hülfe der vorigen Werthe für dt und dt^\ 

. , COSl=^^ 

d. h. A 

Die cyclificirende Ebene bildet mit der Schmiegungs- 
ebene der Curve einen Winkel, dessen Cosinus durch das 
Verhältniss des Krümmungshalbmessers derselben zum 
Radius der transformirten Curve angegeben wird. 

Man sieht hieraus, dass der Winkel i im Allgemeinen variabel 
und nur bei den Curven von constantem Krümmungshalbmesser con- 
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stant ist. Legt man durch alle Tangenten der Curve (jM) Ebenen, 
welche unter dem Winkel i gegen die Schmiegungsebenen geneigt 
sind, so sind sie die cyclificirenden Ebenen, schneiden sich in den 
cyclificirenden Geraden und erzeugen als Enveloppe die cyclificirende 
Fläche. Nun giebt es aber durch jede Tangente zwei Ebenen, welche 
mit der Schmiegungsebene den Winkel i bilden, daher giebt es für 
jeden Werth von Ä, für welchen das Problem möglich ist, zwei 
cyclificirende Flächen. Für -4 = oo fallen beide Flächen in eine 
zusammen, nämlich in die rectificirende Fläche. Ist ^q der grösste 
Krümmungshalbmesser der zu transformirenden Curve, so sind cycli- 
ficirende Flächen blos möglich für alle Werthe von Ä zwischen Qq 
und QO. Ist der grÖsste Krümmungshalbmesser (>q= oo, so muss 
A = CO werden, es giebt dann nur eine cyclificirende Fläche, nämlich 
die rectificirende, welche die Curve in einen unendlich grossen Kreis, 
nämlich in eine Gerade verwandelt. 

Ist die Curve (Jf) ein Kreis, so ist q constant, also auch i. Die 
beiden cyclificirenden Flächen sind gerade Kegel und der Radius 

des transformirten Kreises ist Ä = .' Für die Curven von con- 

cosi 

stantem Krümmungshalbmesser q = a ist auch i constant, und da 
man Ä = a setzen kann, wodurch co5i = l, also i = wird, so 
folgt, dass für diese Curven die Tangentenfläche eine cyclificirende 
Fläche ist. Die Curven von constantem Krümmungshalb- 
messer gehen also durch Abwickelung ihrer Tangenten- 
fläche in Kreise über; der Radius des Kreises ist jedesmal 
dem Constanten Krümmungshalbmesser gleich. 

§3. Neigung der cyclificirenden Geraden gegen die Tan- 
gente. Um die Neigung if der cyclificirenden Geraden M^ G' gegen 
die Tangente MT zu. finden (Fig. 53), hat man in dem Dreieck ABC: 
Seite AC= ^^ BC= ^ — dx^ und B = % — (i -\- di ± da). Letzteres 
sieht man ein, wenn man bedenkt, dass die cyclificirenden Ebenen 
GM' T und & M^ T' mit den Schmiegungsebenen der Punkte M 
und M' die Winkel i und i -{- di, die letzteren aber mit einander 
den Schmiegungswinkel da bilden, mithin die zweite der cyclifi- 
cirenden Ebenen gegen die erste Schmiegungsebene unter einem 
Winkel i -{- di -jz da geneigt ist. Die doppelten Vorzeichen be- 
ziehen sich hierbei auf die eine und die andere der cyclificirenden 
Flächen. Daher erhält man 
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sin (d — d( Tj) sin i 

sin & sin (i-\-di ±d a) 

und hieraus durch Eeduction auf ünendlichkleines gleicher Ordnung 

dt 
mit Eücksicht auf cos i = -r^: 

dz 

, ^ di±da 1 { di , da\ 

cotg9 = . . , = — r— 7 I 5- ± -T- f • 
^ sini dx smi \dx dt) 

Aus der Gleichung 

9 

A 

folgt 

j. dg dg 

dl = — 



VA^- e* 



A sin i 

daher wird 

dg da 

I rv dt . dt 

cotg^^— -jTT ± 

a{i+^ 



('+*)" i/-5^ 



Für die Curven von constantem Krümmungshalhmesser ist ^(» = 0, 

mithin . 

cotge^± ^ 



rVA^-g* 

für die Cylinderhelix wird d constant. 

§ 4. Contingenzwinkel dt und Schmiegungswinkel da 
der Gratlinie der cyclificirenden Fläche. Den ersteren erhält 

man aus dem Dreieck MM* G (Fig. 53), in welchem MGM* = dt^ 

M*Ma=^jÄM*a=PM^a±ÄM*p=BM*a±ÄM*p=^ + dd' 

±(^r, ist, nämlich _-' ,^ , , -,«.,■, 

der Winkel da ist aber der Winkel C des Dreiecks ABC, aus 

welchem folgt: 

,*-' sin i , 

da «= -r— s: • ät 
stn& 

oder weil nach § 3 

sin i ' dt = tg d' ' (di ± da) 



oder weil 



wird 



C05^ == 



cos 9" 
di + ^(T 



y((i* ± da)*+ c^T*- s»n** 



(^ö^ = (di ± e?<r)^ + dt^' sin^i. 

Schell, Theorie d. Curven. 2. Aufl. 10 
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Diesem Ausdruck kann man noch die folgende Form geben, indem 
man für di und sini die Werthe aus § 3 einsetzt und für cIq das 
gleichbedeutende hda setzt (Cap. V. § 2): 





MG 



sind' 



ds = d 



m 

Für die Curven von constantem Krümmungshalbmesser wird 

dG^= d6^-{- dx^'Sin^i, 

§5. Das Bogenelement (T6r'= e?s (Fig. 54) der Gratlinie 
der cyclificirenden Fläche ergiebt sich folgendermassen. Es ist, 

wenn M^ Q senkrecht zu MG gezogen 
wird: GG'=G'M'- GM'= G'M'- 
GQ^G'M'- (GM-MQ) = (G'If — 
GM) + MQ== d{MG) + ds cos 0. Da- 
her wird, weil aus dem Dreieck MGM^ 
sofort Jf6r gezogen werden kann, nämlich: 

ds 
dx 

l-^ sin d\ -{- ds ' cos d, 
\dz J 

§ 6. Beziehungen einer 
Curve und der Gratlinie ihrer 
cyclificirenden Flächen. Die 

Gleichung cos i = -^- liefert eine 

leichte Construction der cyclifici- 
renden Ebene. Bestimmt man 
nämlich den Krümmungsmittel- 
punkt C und die Krümmungs- 
axe CK (Fig. 55) für den Punkt M 
der Curve und sucht auf der 
letzteren einen Punkt P, dessen 
Abstand PM von M gleich dem 
Eadius Ä der Kreistransformation 
ist, so ist eine Ebene, welche 
durch P und die Tangente in M 
geht, die eine und eine Ebene, welche durch dieselbe Tangente und 
den mit P symmetrisch gegen den Krümmungsmittelpunkt liegen- 
den Punkt Q der Krümmungsaxe geht, die andere cyclificirende 
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Ebene des Punktes M. Die Punkte P, Q sind zugleich (Cap. V, § 10) 
die Mittelpunkte zweier Kugeln vom Eadius Ä oder auch die Mittel- 
punkte zweier Kegel, welche die Curve in M in der zweiten Ord- 
nung berühren. Die Folge der Punkte P und Q bildet also auf 
der Fläche der Krümmungsaxen die Orte der Mittelpunkte der 
Osculationskugeln für die Curve (M) vom Badius Ä. 

Die beiden Curven P und Q haben sehr interessante Beziehun- 
gen zur Curve (M). Sind nämlich 31, M\ Jf ", iJf' ", ... und P, P', P", 
P'" ... die Beihen entsprechender Punkte der Curven (M) und (P), 

^^ ^^^ MP ^M'P ^M'^P =Ä 

31' P' = 3£"P' = Jf "'P' =- Ä 

31" P" « Jf' "P" = 3f^yp" «= Ä 
und daher auch 

M'^P ^M"P' ^M"P" ^A 

d. h. es ist Jf " der Mittelpunkt einer Kugel vom Badius A, welche 
durch die drei Punkte P, P', P" geht und also die Curve (P) im Punkte 
P in der zweiten Ordnung berührt. Ebenso ist Jlf '" Mittelpunkt einer 
Kugel von demselben Badius, welche die Curve (P) im folgenden 
Punkte P' osculirt u. s. w. Aehnliches gilt in Bezug auf die 
Curven (M) und (Q). Daher liegt die Curve (31) auf der Fläche 
der Krümmungsaxen der Curven (P) und (Q) d.h.: 

Von den beiden Curven (31) und (P) (oder ^ilf) und (Q)) 
ist jede der Ort der Mittelpunkte der Osculationskugeln 
vom Constanten Badius A für die andere und liegt jede 
auf der Fläche der Krümmungsaxen der anderen. 

Ferner hat PP' die Bichtung einer Tangente an die Kugel um 
M'\ welche durch P,P\P' geht, und steht mithin senkrecht auf 
Jf " P, ebenso ist es aber Tangente an eine Kugel, welche durch den 
dem Punkte P vorhergehenden Punkt, durch P und P' gehen würde 
und ihren Mittelpunkt in 3f' hätte, daher steht PP' auch senkrecht 
auf 31' P-, folglich steht PP' auf der Ebene 3I'P3[" senkrecht. Diese 
Ebene ist aber cyclificirende Ebene in üf'. Daher: 

Die Tangente der Curve (P) (oder (Q)) steht senkrecht 
auf der cyclificirenden Ebene oder die cyclificirende 
Ebene ist die Normalebene der Curve (P) (oder (Q)). 

Ebenso ist die cyclificirende Ebene von (P) Normalebene der 
Curve (31), Es stehen also die Curven (3f), (P) in solcher Be- 

10* 
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Ziehung, dass die Normalebene jeder durch die Tangente 
der andern geht, also ihre Normalebenen aufeinander 
senkrecht stehen und die Bogenelemente sich rechtwinklig 
kreuzen. In der That muss, wenn M"P'^M'P sein soll, da 
beide Linien einen unendlich kleinen Winkel miteinander bilden, 
die eine die Projection der andern auf ihre Richtung sein. 

Wickelt man die Fläche der Krümmungsaxen von (M) ab und 
denkt dabei die Punkte der Curve (M) in den Tangentenebenen der 
Fläche als fest^ so gelangt bei diesem Vorgänge M' nach M" und es 
stehen P^P^ von den vereinigten Punkten, nämlich von Jf" um den 
Radius Ä ab. Hierauf gelangt M" nach Jlf '" und es stehen P', P", 
also auch P,P\P^' von M^'^ um J. ab; gelangt M'" nach Jf^^, so 
folgt, dass P^P\P^\P'^' von diesem Punkte um dieselbe Strecke A 
abstehen u. s. f. Schliesslich erhält man einen Punkt , von welchem 
alle Punkte der Curve (P) gleichweit abstehen. Hieraus erkennt 
man die Richtigkeit des Satzes: 

Die Curve (P) (oder (Q)) der Osculationskugeln vom 
Radius Ä hat die Eigenschaft, dass sie durch Abwickelung 
der Fläche der Krümmungsaxen, auf welcher sie liegt, 
in einen Kreis vom Radius Ä übergeht. 

Construirt man daher zu der Curve P die Fläche ihrer Krüm- 
mungsaxen, so geht ebenso die Curve (Jf), welche auf ihr liegt, in 
einen Kreis vom Radius Ä über; dasselbe geschieht, wenn man die 
Fläche der Krümmungsaxen der Curve (Q) abwickelt. Diese sind also 
die beiden cyclificirenden Flächen und die Curve ihr gemeinsamer 
D urchschnitt. Daher : 

Die beiden cyclificirenden Flächen einer Curve (M) 
für den Radius Ä sind die Flächen der Krümmungsaxen 
der Curven (P)^(Q)^ welche den Ort der Osculationskugel- 
mittelpunkte vom Radius A für die Curve (M) bilden. 

Hieraus folgt noch, dass die rectificirende Fläche einer 
Curve (M) die Fläche der Krümmungsaxen für den Ort der 
Mittelpunkte der Kugeln von unendlich grossem Radius 
(der Schmiegungsebenen), d.h. die Fläche der Krümmungs- 
axen für die unendlich ferne Curve auf der Fläche der 
Krümmungsaxen von (M) ist. 

§ 7. Osculationskugeln von constantem Radius. Die 
Curven der Mittelpunkte der Osculationskugeln von constantem 
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Badius erlangen durch diese Betrachtangen eine auffallende Be- 
deutung. Die §§ 3, 4, 5 liefern für sie den Contingenzwinkel und 
Schmiegungswinkel. Da nämlich die cyclificirende Fläche die Fläche 
der Erümmungsaxen für die Curve (P) ist, so ist der Contingenz- 
winkel der Curve (T) gleich dem Schmiegungswinkel der Gratlinie 
der cyclificirenden Fläche, nämlich gleich 



und der Schmiegungswinkel ist gleich dem Contingenzwinkel der- 
selben, nämlich gleich 

d9 i: drcosi. 

Das Bogenelement der Curve (P) ergiebt sich so. Es ist 

PP' : Pfi:== sin PKP* : sin PP'K. 
Nun wird aber PP' K ^ CPP^ -^ CKP^ und es ist, weil PP' zu M'P 
senkrecht ist, OPP' = | - CPM' = | - ( J - PM'Cf) - PM'C 

^PMC-^i, mithin PP^K^i-do, weil CKP^^da. Daher wird 

jetzt 

PP' : PK=^ sin da : sin (i — da) 
oder 

PP^^4^.PK 

Ferner hat man PK"— CK^ GP^ je nachdem P der einen oder 
andern cyclificirenden Fläche entspricht, und wenn man CK^^hy 
CP^k setzt: „_ , _, 

und daher 

PP' „ 4^ (Ä rp fc) _ *^ q: *^. 
stnt ^ ' stm smi 

Bedenkt man, dass 

hda =^dQy k^ V^^ — 9*" 

ist, so erhält man für die Bogenelemente ds''^ ds'^^ der beiden 
Curven P, Q 

ds" -g Ada 



V 



1-Sl 



Ml ^Q 



ds'"" — ^ +Äda. 



V 



-^. 
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Addirt man diese Ausdrücke, so kommt noch 

ds"-irds''' dQ 



VTT 



q' 



nnd hieraus durch Integration 

=^ Ä aresin (^ ) + const. 

§ 8. Für die Helix eines Kreiscylinders ist l sowie # constant, 

nämlich 

C05* «= ^, cos ^ ^ — -__: ; 

A' r YA^-Q^ 

es bilden mithin die cyclificirenden Ebenen mit den Schmiegungs- 
ebenen und in ihnen die cyclificirenden Geraden mit den Tangenten 
der Helix constanten Winkel. Da nun auch die Schmiegungsebene 
der Helix mit der Erzeugungslinie des Cylinders einen constanten 
Winkel bildet, nämlich den Winkel, unter welchem die Helix gegen 
die Erzeugungslinien des Cylinders geneigt ist, so folgt, dass die 
cyclificirenden Ebenen und in ihnen die cyclificirenden Geraden gegen 
die Erzeugungslinien des Cylinders ebenfalls constante Neigung 
haben. Hieraus ergiebt sich weiter, dass die Punkte der Gratlinie 
der cyclificirenden Fläche von den Erzeugungslinien des Cylinders 
gleichen Abstand haben und folglich selbst wieder auf einem mit 
jenem concentrischen Cy linder liegen und dass die Tangenten der 
Gratlinie gegen die Erzengungslinie dieses dieselbe constante Neigung 
haben. Daher ist die Gratlinie ebenfalls eine Helix und die cycli- 
ficirenden Flächen sind abwickelbare Helicoide. 

§ 9. Die Gratlinien sämmtlicher cyclificirenden Flächen einer 
Curve bilden eine Fläche, welche symmetrisch getheilt wird durch 
die Fläche der Schmiegungsebenen^ nämlich durch die Tangenten- 
fläche. Auf dieser Fläche sind die Gratlinie der rectificirenden 
Fläche und die Gratlinie derjenigen cyclificirenden Fläche, welche 
dem kleinsten Werth von Ä entspricht, bei welchem die Kreis- 
transformation noch möglich ist, ausgezeichnete Linien. 

§ 10. Umkehrung des Problems der cyclificirenden 
Flächen. Das Problem der cyclificirenden Flächen ist einer Um- 
kehrung fähig. Man kann nämlich die Aufgabe stellen: „auf einer 
abwickelbaren Fläche die Curven zu finden, welche durch 
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Abwickelung der Fläche in einen Kreis von gegebenem 
Badias Ä transformirt werden." Hierbei sind alle Elemente 

ds^ dr, da^ 9, u. s. w. der Gratlinie GG'G*^ ., . (Fig. 53) dieser Fläche 
als gegeben anzusehen. Nimmt man nun auf der Tangente des Punk- 
tes G einen Funkt M willkürlich an und zieht durch ihn in der Schmie- 
gungsebene von G, nämlich in der Tangentenebene der Fläche eine 
Gerade, welche mit der Tangente einen willkürlichen Winkel macht, 
so können dieser Punkt und diese Gerade als die Anfangselemente 
der Construction einer der gesuchten Curven angesehen werden. 
Die Gerade bestimmt nämlich auf der folgenden Tangente in G' 
einen zweiten Punkt JBit und dadurch das Bogenelement und den 
Contingenzwinkel dr^ der transformirten Curve vermöge der Be- 
dienung MM^^^Ädr^. Zieht man also die Gerade M^t durch M' 
in der Schmiegungsebene von G so, dass tM' mit dem verlängerten 
Bogenelemente M3f' den Winkel dr^ bildet, was auf zwei Arten 
geschehen kann, und legt durch t3I' eine Ebene senkrecht zur 
Ebene MM^G^ so bestimmt diese auf der folgenden Schmiegungs- 
ebene ein weiteres Bogenelement M'M'^ und zugleich den Contingenz- 
winkel der Curve (M). Durch Fortsetzung der Construction findet 
man den folgenden Werth von dr^ und mit dessen Hülfe ein 
weiteres Bogenelement u. s. f. 

Man ersieht hieraus, dass die Construction einer Curve auf 
einer abwickelbaren Fläche, welche durch deren Abwickelung in 
einen Kreis von gegebenem Radius übergeht, von zwei beliebig an- 
genommenen Elementen, einem Punkte der Curve und der Tangente 
in ihm abhängt und dass durch jeden Punkt der Fläche zwei Curven 
der Art gehen. 

Bezeichnen L und 9 die Länge MG und den Winkel M!MG 
für irgend eine Stelle der Curve (M)^ so sieht man leicht, dass 

dx^ « (O + dz) — (^ + d%) = d~x - d^, 

äs — — — -x- dz 
sin -o" 

und folglich die Bedingungsgleichung der Aufgabe ist: 

L dz 



sin Q' d^^dd' 
Weiter erhellt aus § 5, dass 



= A 
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dL ^ds— ds cosd^ «= ds — Lcotg^ • dz 

nnd dies sind die beiden simnltanen Differentialgleichungen, mit 
Hülfe von deren Integration das Problem analytisch geldst werden 
kann.* 

Man findet noch 

dz^ - dz^^ + sin^^da^ - (dT- d^f + sin^^ . do^ 

oder wenn man dz — d^ mit Hülfe der ersten der beiden vorigen 
Gleichungen eliminirt: 

^^^ =* Ai ' 90. ' ^T^ + sifrd^ . da^ 

und hiermit erhält man weiter für den Ermnmnngshalbmesser der 
gesuchten Curve . ^ >j-x • . ^^ 

oder wegen ^ ^ 

dr r 






Xm. Capitel. 

Die Evolatoiden. 

§ 1. Evolutoide. Zieht man durch die aufeinanderfolgenden 
Punkte M, M\ M^\ . , , einer Curve Gerade, welche mit den Tan- 
genten in diesen Punkten constanten Winkel a bilden und sich auf- 
einanderfolgend in den Punkten N, N\ N^\ , . . schneiden , so bildet 
die Folge der Punkte N eine Curve, welche eine Evolutoide der 

Curve (M) genannt wird .** Ist a « — , so geht die Evolutoide in 

eine Evolute über. Die Evoluten bilden also eine Species der 
Evolutoiden. Daher der Name. 

Die Evolutoide ist die Gratlinie einer abwickelbaren Fläche, 
welche durch die Curve geht und deren Erzeugungslinien mit den 

* Vgl. Möllns a. a. 0. p. 283. 

** Vgl. Lancret, M^m. sur les developpoides des courbes planes, des 
courbes ä double courbure et des surfaces d^v^loppables. Mem. pres. 
ä rinst. T. n p. 19. 
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Tangenten der Curve constanten Winkel bilden. Sobald dieser 
Winkel a nnd irgend eine Erzeugungslinie, z. B. die durch den Funkt Jf 
gehende, gegeben sind, so ist diese Fläche und mit ihr die Evo- 
lutoide vollständig bestimmt. Ein und demselben Winkel a ent- 
sprechen aber unendlich viele Evolutoiden, denn man kann zur 
Anfangstangente derselben jeden Strahl eines Rotationskegels wählen, 
dessen Mittelpunkt in M liegt, dessen Axe die Tangente der Curve 
in diesem Punkte und dessen halbe Oeffnung gleich a ist. Es hängt 
daher die specielle Evolutoide von zwei Bedingungen ab, von der 
Grösse des Winkels a und der Lage der Anfangstangente. Die 
sämmtlichen Evolutoiden einer Curve bilden daher eine Doppel- 
schaar. In dieser sind einzelne ausgezeichnete Schaaren enthalten, 
insbesondere die Schaar der Evoluten, entsprechend dem Winkel 

a = —; för a = reducirt sich die entsprechende Schaar auf die 

Curve selbst. 

§2. Evolutoiden fläche. Die sämmtlichen einem bestimmten 
Winkel a entsprechenden Evolutoiden bilden eine krumme Fläche, 
die Evolutoidenfläche, und die sämmtlichen Evolutoidenflächen 
eine Flächenschaar, in welcher die Fläche der Erümmungsaxen als 
die Fläche der Evoluten enthalten ist. Lässt man den Winkel a 

continuirlich von bis ~ wachsen, so ändert sich die Evolutoiden- 

fläche selbst continuirlich und geht schliesslich in ihre Grenze, die 
Fläche der Erümmungsaxen über. 

§ 3. Erzeugung der Evolutoidenfläche. Jede einem be- 
stimmten Winkel a entsprechende Evolutoidenfläche zerfällt in zwei 
Aeste. Denkt man sich nämlich den Eegel, auf welchem die An- 
fangstangenten aller Evolutoiden liegen, die dem Winkel a ent- 
sprechen, so bewegt, dass sein Mittelpunkt die Curve (M) beschreibt 
und seine Axe stets Tangente dieser Curve bleibt, so liegen die 
sämmtlichen dem Punkte M entsprechenden Punkte N aller dieser 
Evolutoiden auf der Durchschnittscurve der beiden unendlich nahen 
Eegel in M und ilf '; ebenso die sämmtlichen Punkte N^ der Evo- 
lutoiden, entsprechend dem Punkte M^ auf dem Durchschnitt der 
Eegel in Jf' und M'^ u. s. f. Es erzeugt daher die Durchschnitts- 
curve zweier aufeinanderfolgender Eegel die Fläche der Evolutoiden, 
diese Linie ist die Charakteristik und der Eegel die Erzeugungs- 
fläche der Evolutoidenfläche, welche deren Enveloppe ist. Nun 
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schneiden aber die beiden Flächentheile des Kegels in M die beiden 
Flächentheile des folgenden Kegels in M' in zwei distincten Curven, 
von denen jede bei der Bewegung des Kegels eine Fläche für sich 
beschreibt, welche ein Ort von Evolutoiden ist. Daher besteht der 
Gesammtort aller Evolutoiden aus diesen beiden getrennten Flächen- 



7t 



Fig. 56. 



ästen. Bios f ür a = und a — ^ fallen diese beiden Flächen- 

äste zusammen. 

§ 4. Charakteristik der Evolutoidenfläche. Die Durch- 
schnittslinie zweier aufeinanderfolgender Kegel oder die 
Charakteristik der Evolutoidenfläche ist eine ebene Curve 
und zwar eine Hyperbel. Um den ersten Theil dieses Satzes 
zu erweisen, legen wir durch die Tangenten in 31 und M\ welche 
die Axen der beiden Kegel sind, die Schmiegungsebene des Punktes M 
(Fig. 56). Diese Ebene schneidet den Kegel, dessen Mittelpunkt 

in M liegt, längs zweien Geraden, 
welche mit der Tangente in 31 Winkel 
gleich cc bilden. Ebenso schneidet sie 
den Kegel des Punktes 31' in zwei 
Geraden von derselben Eigenschaft. 
Diese Geraden liefern zwei Punkte N 
der Durchschnittslinie beider Kegel 
und jeder solche Punkt ist die Spitze 
eines Dreiecks MN3I\ dessen Winkel 
3fN3£' gleich dem Contingenzwinkel 
dx der Curve (3f) ist. Diese beiden 
Punkte liegen daher gleichweit ab 
von der Tangente in 31 und ihre Ver- 
bindungslinie, welche dieser Tangente 
parallel ist, wird von der Hauptnormalen des Punktes 3f in Q 
halbirt. Die Punkte N liegen aber auch, da die Winkel 3IN3f' 
gleich dv sind, in einem Kreise, welcher über dem Krümmungshalb- 
messer 310 == Q als Durchmesser beschrieben werden kann; daher 
ist Winkel 3INC ein Eechter und wenn man noch von N das 
Perpendikel NF auf die Tangente fällt, so ist: 

3£N = Q sin «, NP = q sin^a^ 31 P = q sin a cos cc. 

Legen wir jetzt durch die Tangente des Punktes 31 irgend eine 
andere Ebene, welche mit der Schmiegungsebene einen Winkel d' 
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bildet, so schneidet sie die Dorchschnittscurve beider Kegel gleich- 
falls in zwei Punkten N^ welche die Spitzen von zwei Dreiecken MNM' 
sind, deren Winkel MNM^ aber nicht gleich dz, 
sondern gleich dx - cosd^ sind. Es bildet nftm- 
lich die Gerade M'N (Fig. 57) mit den Tan- 
genten MTj M' T in den Punkten itf, 3f' eine 
dreiflächige Ecke TT'Ky für welche, wenn M NM' 
mit d tp bezeichnet wird, TN^ a + r? i/;, T'N^ er, 
TT' = dx ist, und wenn man von T' das 
Perpendikel T'P auf die gegenüberliegende 
Seite TiY fällt, P.Y= T'N== a, mithin TP= d^ 
wird. Der Winkel KTT' aber ist gleich ^; daher folgt aus dem 
unendlich kleinen Dreieck TPT': 

d^ = dl . cos &. 

Die beiden Punkte N liegen auch jetzt noch gleich weit ab von 
der Tangente in 31 und ihre Verbindungslinie ist daher auch jetzt 
noch parallel zu dieser. Sie liegen auch jetzt auf einem Kreise, 
welcher über der Sehne M3f' den Peripheriewinkel dtl; fasst und 
daher ist der Durchmesser dieses Kreises 

M3r 31 31' 1 




dip dx COS& 

M3r 
oder, weil — ^ — gleich dem Krümmungshalbmesser o der Curve 

(M) ist 



cos 9^ 



Projicirt man sie auf die Tangente und Schmiegungsebene nach 2> 
und w, so wird ähnlich, wie vorher 

MN »= — E^-5m or, Np = — -^'Sin^cc. 3Lp = — ^ -sin et cos a 

COSd^ ? x- cOSd" 1 sr cOSd" 

pn = Np 'Cos^ '^ Q sin^ay Nn « Np • sind' = qtgd-sin^a. 

Hieraus ersieht man, dass die Projectionen der Punkte N auf die 
Schmiegungsebene mit den in dieser Ebene selbst liegenden Punkten 
N in eine Gerade fallen, welche der Tangente des Punktes 3d. im 
Abstände Qsin^a parallel läuft. Es liegen daher alle Punkte N^ d.h. 
die sämmtlichen Punkte der Durchschnittslinie der beiden Kegel in 
einer Ebene, welche auf dem Krümmungshalbmesser senkrecht steht 
und von der rectificirenden Ebene um die Strecke qsvn?ct entfernt 
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ist. Daher ist diese Durchschnittslinie eine ebene Cnrve. Da aber 
die Ebene dieser Curve der Tangente in M, d. h. der Axe des Kegels 
in M parallel läuft, so ist sie eine Hyperbel. 

Legt man durch die Tangente des Punktes M die beiden Ebenen, 
welche mit der Schmiegnngsebene denselben Winkel bilden, so 
liefern sie vier Punkte JV^ welche paarweise symmetrisch gegen die 
Schmiegungsebene liegen. Hieraus folgt, dass die Durchschnitts- 
linie der Ebene der Hyperbel mit der Schmiegungsebene die Haupt- 
axe dieser ist; wird sie mit 2Ä bezeichnet, so ist 

-4 ■=■ ^ sin a cos a. 

Femer folgt, dass, weil die Ebene der Hyperbel mit der rectifici- 
renden Ebene, also auch mit den beiden Strahlen des Kegels in M^ 
welche in diese fallen, parallel ist, dass die Asymptoten der Hyper- 
bel diesen Strahlen parallel sind, dass mithin der Asymptoten winke! 
derselben 2 er und die halbe Nebenaxe 

B ^ Atg a '^ Q sin^cc 
ist. 

Die sämmtlichen Kreise, auf welchen die Punkte N liegen 

und deren Durchmesser die verschiedenen Werthe von \. haben, 

wenn & bis von 2% geht, erfüllen eine interessante Fläche. Die 
Mittelpunkte dieser Kreise 'fallen in die Normalebene und es haben 
die Endpunkte der Durchmesser vom Punkte M einen Abstand 

cosd' 

daher ist q ihre Projection auf der Schmiegungsebene und liegen sie 
alle in der Krümmungsaxe. Die Normalebene hat mit dieser Fläche 
nur die Krümmungsaxe und den Punkt M gemein, während jede 
Tangentenebene sie in einem £j*eise schneidet; die Schmiegungs- 
ebene liefert den kleinsten dieser Kreise, die rectiücirende den 
grössten, nämlich den unendlich grossen. Auf dieser Fläche liegt die 
Hyperbel, welche der Ort der Punkte N ist. 

Auf dieser Fläche liegen aber auch alle anderen Hyperbeln, 
welche den verschiedenen Werthen des Winkels a entsprechen, wie 
man daraus sieht, dass der Durchmesser der Kreise von a un- 
abhängig ist. Die Fläche wird daher parallel der rectificirenden 

Ebene in Hyperbeln geschnitten, und wenn a von bis — anwächst. 
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so bewegt sich die Ebene eines solchen Schnitts von der rectificiren- 
den Ebene der Curve M bis zur rectificirenden Ebene der Curve der 
Mittelpunkte ihrer Schmiegungskugeln und wächst der Asymptoten- 
winkel von bis n. Die Hyperbel geht dabei continuirlich von 
der Tangente der Curve M durch alle Zwischenstufen hindurch in 
die Erünunungsaxe über. 

§ 5. Jede Evolutoide ist eine kürzeste Linie auf der 
Evolutoidenflttche. Es ist nämlich die Evolutoide die Gratlinie 
einer abwickelbaren Fläche, deren Erzeugungslinien mit den Tangenten 
der Curve constanten Winkel bilden. Daher ist die Ebene zweier 
aufeinanderfolgender Erzeugungslinien die Schmiegungsebene der 
Evolutoide. Sie geht aber durch die Tangente und steht folglich 
auf der Tangentenebene des geraden Kegels senkrecht, dessen Axe 
die Tangente ist und auf welchem die Tangente der Evolutoide liegt. 
Nun schneidet sich dieser Kegel mit dem ihm unmittelbar vorher- 
gehenden und dem ihm unmittelbar folgenden Kegel in zwei Hyper- 
beln, welche eine unendlich schmale Zone bestimmen, welche der 
Kegel mit der Evolutoidenfläche gemein hat. Längs dieser Zone 
haben beide Flächen, der Kegel und die Evolutoidenfläche gemein- 
schaftliche Tangentenebene und auf dieser Zone liegt das Curven- 
element der Evolutoide, deren Schmiegungsebene senkrecht auf der 
Tangentenebene des Kegels steht. Diese Ebene steht daher auch 
senkrecht auf der Tangentenebene der Evolutoidenfläche und die 
Normale dieser ist also ihre Hauptnormale; daher ist die Evolutoide 
eine kürzeste Linie auf der Evolutoidenfläche. (Cap. IV, § 3 Anm.) 

Jede Evolutoide ist daher auch eine Curve, längs welcher ein 
über die Evolutoidenfläche frei hingespannter Faden ohne Beibung 
im Gleichgewichte sich beflndet. Befestigt man daher im Punkte M 
der Curve einen Faden und spannt ihn über den Kegel in M hin 
bis zu einem Punkte N der Hyperbel, welche die Charakteristik der 
Evolutoidenfläche ist, und längs welcher der Kegel diese Fläche be- 
rührt, und fuhrt ihn dann frei über die Fläche hin, so zeichnet er 
auf dieser die durch N gehende Evolutoide der Curve M, Zieht 
man also nach allen Punkten N der Charakteristik solche Fäden, 
so erhält man alle Evolutoiden, welche demselben Winkel a ent- 
sprechen. 

§ 6. Auf der Evolutoidenfläche giebt es zwei besonders aus- 
gezeichnete Curven, nämlich die Curve der Scheitel und die 



— 158 — 

Enveloppe aller Hyperbeln. Keine von beiden ist eine 
Evolutoide. Um dies für die Curve der Scheitel zu erweisen, ge- 
nügt es zu bemerken, dass zwei aufeinanderfolgende Linien MC ^ M' Cf ^ 
welche die Punkte M, Jf ' der Curve mit den ihnen entsprechenden 
Scheiteln C, C verbinden , in den Schmiegungsebenen von M und M' 
liegen und sich also, wenn sie sich schnitten, nur auf der Durch- 
schnittsebene dieser Ebenen, nämlich der Tangente schneiden könnten, 
was nicht möglich ist, da die Punkte Mj Jf' verschiedene Punkte 
sind. Es berühren folglich die Linien MC, M^C' keine Curve, also 
auch nicht die Curve der Scheitel, mithin ist diese auch keine Evo- 
lutoide. Bios der Fall, dass die Curve M eben ist, macht eine Aus- 
nahme; dann ist nämlich die Curve der Scheitel eine Evolutoide; 
sie ist die Durchschnittslinie der Ebene der Curve mit der Evolu- 
toidenfläche und um sie gruppiren sich die Evolutoiden synunetrisch 
zu beiden Seiten der Curvenebene, welche folglich eine Symmetrie- 
ebene der Evolutenfläche wird. 

Um die Behauptung für die Enveloppe der Hyperbeln zu er- 
weisen, ziehen wir von dem Punkte M nach irgend einem Punkte N 
der Hyperbel, welche den Durchschnitt des Kegels in 31 mit dem 
Kegel in M' darstellt, und verlängern diese Linie bis zum Durch- 
schnitt N' mit der nächsten Hyperbel, in welcher sich der Kegel 
in M^ mit dem folgenden schneidet. Dann ist NN' das Element 
einer Evolutoide. Ist nun aber N ein Punkt K der Enveloppe der 
Hyperbeln, so ist er Durchschnittspunkt jener beiden Hyperbeln und 
es fällt N' mit ihm zusammen und das Element NN' verschwindet. 
Eine Linie von M' nach dem nächsten Punkte K' der Enveloppe fällt 
daher nicht mit M'K' zusammen, also mit MK nicht in dieselbe 
Ebene, also schneiden sich MK, M'K' nicht und die Curve KK' .. . 
ist folglich keine Evolutoide, auch dann nicht, wenn die Curve M 
eben ist. 

Für a ■= -^ geht die Curve der Scheitel in die Curve der Krüm- 
mungsmittelpunkte und die Enveloppe der Hyperbeln in den Ort 
der Mittelpunkte der Schmiegungskugeln über. 

Es ist leicht, den Winkel die zu bestimmen, welchen die 
Strahlen MC, M'C, welche nach den Scheiteln zweier Hyperbeln 
gehen, zu bestimmen. Projicirt man nämlich die Linie M' C, welche 
in der Schmiegungsebene des Punktes M' liegt, auf die Schmiegungs- 
ebene des Punktes M und ist M''y' diese Projection, so bilden diese 
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beiden Linien miteinander einen Winkel da- sin a^ eine dritte Linie 
Jf'y, welche man durch M' parallel MC zieht, bildet mit M' y den 
Contingenzwinkel dz und mit M' C^ den gesuchten Winkel dk. 
Daher folgt aus der unendlich kleinen an der Kante M^y recht- 
winkligen Ecke dieser drei Linien: 

^Ä:* ^di^ + da^ • sin^a-, 

für a ■« — erhält man hieraus den Lancret'schen Satz Cap. II, § 10. 

Die Scheitelstrahlen MC erzeugen eine windschiefe Fläche, 

it 
welche für a = -- in die Fläche der Hauptnormalen übergeht. 

§ 7* Durch jeden Punkt der Evolutoidenfläche geht eine einzige 
Evolutoide, denn dieser Punkt liegt auf der Durchschnittslinie zweier 
Kegelflächen, also gehen nach ihm zwei Strahlen dieser Kegel, 
von denen der eine bereits genügt, um die Evolutoide vollständig 
zu bestimmen. Daher geht auch durch jeden Punkt der Scheitel- 
curve eine Evolutoide, daher wird diese von allen Evolutoiden ge- 
troffen. Nur wenn die Curve eben ist, ist die Scheit elcurve selbst 
Evolutoide und haben die übrigen mit ihr keinen Punkt gemein, 
sondern nähern sich ihr asymptotisch. Ebenso trifft jede Evolutoide 
die Enveloppe der Hyperbeln in einem Punkte. 

Wenn die Curve (M) die Fläche der Evolutoiden im Punkte M 
schneidet, so ist dieser Punkt ein Punkt der Durchschnittslinie des 
Kegels in M mit dem folgenden Kegel, nämlich ein Punkt der 
charakteristischen Hyperbel. Nun läuft die Ebene der Hyperbel mit 
der rectificirenden Ebene parallel und fallt also in diesem Falle mit 
der rectificirenden Ebene selbst zusammen; daher reducirt sich die 
Hyperbel auf die beiden Geraden, in welchen die rectificirende Ebene 
dieses Punktes den Kegel, dessen Mittelpunkt in ihm liegt, schneidet, 
nämlich auf die beiden Geraden, welche mit der Tangente von M 
gleiche Winkel a bilden. Dieser Punkt ist Scheitel und Mittelpunkt 
der Hyperbel zugleich, mithin geht die Curve der Scheitel durch 
ihn hindurch. Da die Tangenten der Evolutoiden die Strahlen des 
erzeugenden Kegels sind und alle durch diesen Punkt gehen, so 
gehört er zugleich allen Evolutoiden gemeinschaftlich an. In ihm 
stossen die beiden Flächenäste zusammen, welche den Ort der Evo- 
lutoiden bilden. 

§ 8. Die sämmtlichen Evolutoiden einerseits und die sämmt- 
lichen charakteristischen Hyperbeln andererseits bilden zwei Systeme 
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von Corven auf der Evolutoidenfläche, welchen hinsichtlich ihrer 
gegenseitigen Lage eine ausgezeichnete Eigenschaft zukommt. Zieht 
man nämlich längs einer Curve des einen Systems in allen Punkten, 
in welchen sie von den Curven des andern Systems geschnitten wird^ 
Tangenten an die letzteren, so bilden diese eine abwickelbare Fläche. 
Ist nämlich die Curve eine aus dem System der Hyperbeln^ so sind 
die Curven, welche sie schneiden, die Evolutoiden und ihre Tan- 
genten sind die Strahlen des Erzeugungskegels, auf welchem die 
Hyperbel liegt, und dieser Kegel ist jene abwickelbare Fläche. Ist 
aber die Curve eine Evolutoide^ so sind die Curven des andern 
Systems Hyperbeln und die Tangente an eine solche Hyperbel ist 
der Durchschnitt zweier Tangentenebenen der Kegel, welche sich 
in der Hyperbel schneiden. Diese Tangenten sind also die Durch- 
schnitte einer continuirlichen Folge von Ebenen und erzeugen 
mithin eine abwickelbare Fläche. Wickelt man diese Fläche ab, 
so geht die Evolutoide in eine Gerade über, denn die abwickel- 
bare Fläche berührt die Evolutoidenfläche längs dieser Evolu- 
toide, und diese ist auf der Evolutoidenfläche kürzeste Linie; da- 
her ist sie auch auf der umschriebenen abwickelbaren Fläche 
kürzeste Linie und geht mithin bei der Abwickelung dieser in 
eine Gerade über. Diese abwickelbare Fläche ist daher die recti- 
flcirende Fläche der Evolutoide und ihre Tangentenebenen stehen 
als rectificirende Ebenen senkrecht auf den Schmiegungsebenen der 
Evolutoide. 

§ 9. Contingenz- und Schmiegungswinkel der Evolu- 
toiden. Den Contingenz Winkel dr^ einer Evolutoide haben wir be- 
Fig. 58. reits § 4 bestimmt; er ist nämlich dr^ = d^ 

'^ dz ' co$&^ wenn ^ den Neigungswinkel der 
Schmiegungsebene der Evolutoide gegen die 
Schmiegungsebene der Curve bedeutet. Er 
ist unabhängig von or, mithin für alle Evolu- 
toiden, die von verschiedenen Werthen von a 
bei demselben Werthe von -^ entsprechen, 
derselbe. (S. Cap. IV, § 1 1.) Den Schmiegungs- 
winkel da^ der Evolutoide erhalten wir aus 
dem sphärischen Dreieck ABC Fig. 58, in welchem C = da^ ist, 
nämlich dt . ^ 




sinoc 
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Das Verhältniss beider und mitbin das Verbältniss der beiden 

ersten Krümmungen der Evolutoide ist demnach 

d r j sin a 
da^ tgO' 

Aus dem Contingenzwinkel und dem Scbmiegungswinkel der Evo- 
lutoide erhält man für den Winkel d\ der ganzen Krümmung: 

^ l sin^a) 

Für das Bogenelement ds^ der Evolutoide erhält man, wenn MN= L 
gesetzt wird, ds^ -= dL + ds cos a 

und weil ds sina ds 

Li = sm cc • —j — = s: * j~' 

so wird «'^i ^''«* ^"^ 

d$, = stnadt-^ ■^] + dscosct. 

\(ax cos v j 

§ 10. Das Problem der Evolutoiden ist einer Umkehrung fähig. 
Man kann verlangen, die sämmtlichen Curven anzugeben, für welche 
eine gegebene Curve (N) Evolutoide ist. Solche Curven stehen zu der 
Evolutoide in einer ähnlichen Beziehung, wie die Evolventen zu der 
Evoluten, daher mögen sieEvolventoiden heissen. Da die Tangente 
der Evolutoide mit der Tangente der Curve, der sie als Evolutoide an- 
gehört, einen constanten Winkel bildet, so sieht man ein, dass die 
Evolventoiden einer Curve alle auf der Tangentenfläche derselben 
liegen und diejenigen Curven sind, welche die Tangenten unter con- 
stantem Winkel a schneiden.* So wie wir aber bei den Evolventen 
zwischen Filarevolventen und Planevolventen unterschieden haben, so 
macht sich auch hier ein analoger Unterschied geltend. Die Curven^ 
die wir eben Evolventoiden nannten, entsprechen den Filarevolventen. 
Nun bilden die Schmiegungsebenen der Planevolventen mit den 
Schmiegungsebenen der primitiven Curve rechte Winkel, daher wird man 
passend die Curven, deren Schmiegungsebenen mit den Schmiegungs- 
ebenen einer gegebenen Curve constanten Winkel bilden**, Plan- 
evolventoiden nennen und jene ersteren Evolventoiden mit dem Namen 
der Filarevolventoiden belegen. Wir wollen hier die Theorie dieser 
von einer Curve abgeleiteten Curvensysteme nicht weiter verfolgen. 

* Cf Molins , sur les trajectoires qui coupent sous un angle donnö les 

tangentes ä une courbe k double courbure. Journ. des Mathto. T.VIII, p. 132, 

** Cf Molins, Note sur les courbes dont les plans osculateurs fönt 

un angle constant avec une surface d^väloppable sur laquelle elles sont 

trac^es. Journ. des Math^m. T. XII, p. 394. 

Schell, Theorie d. Curven. S.Aufl. H 
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Schlüsswort. 



In der vorliegenden Schrift ist die Betrachtung der Curven 
doppelter Krümmung bis zu den Elementen der vierpunktigen Be- 
rührung ausgeführt. Die Bestimmung der Schmiegungskugel, des 
Schmiegungsrotationskegels und der Schmiegungskegelloxodrome ge- 
hören diesem Gebiete an. Es möge mir gestattet sein, auf einige 
weitere wünschenswerthe Untersuchungen im Sinne der rein geo- 
metrischen Behandlung hinzudeuten, die einen Fortschritt der Theorie 
bezeichnen. 

1. Eine Fläche zweiter Ordnung ist im Allgemeinen durch neun 
Punkte bestimmt. Die geometrische Construction einer Schmiegungs- 
fläche zweiter Ordnung, welche eine Curve doppelter Krümmung 
neunpunktig berührt, ist bei den ausgebildeten Mitteln der synthe- 
tischen Geometrie ein lösbares Problem. Dasselbe zerfällt in viele 
Einzelprobleme, wie die Bestimmung des Mittelpunktes und der 

ff 

Hauptaxen, der Kreisschnitte, Nabelpunkte, der Kriterien über die 
Art der Fläche, insbesondere in welchen Fällen dieselbe geradlinig 
oder doppeltkrumm ist u. s. w. Dahin gehört auch die Untersuchung 
der Schaar Flächen zweiter Ordnung, welche die Curve achtpunktig 
berühren, nebst den Orten ihrer Mittelpunkte und Hauptaxen, sowie 
die der doppelten und mehrfachen Schaaren der in niedrigerer An- 
zahl von Punkten berührenden Flächen. 

2. Die weitere Ausführung von Studien specieller Cürven- 
gattungen in rein geometrischem Sinne ist ein Berdürfniss der 
Curventheorie; sie würde betreffen die Curven constanter Krümmung, 
constanter Schmiegung, constanter sphärischer Torsion, von be- 
stimmten Relationen zwischen Krümmung und Schmiegung u. s. w.* 



* Sehr werthvoUe analytische Arbeiten liegen bereits hier vor, wie: 
Hoppe, zum Möllns' sehen Problem (Archiv f. Mathem. u. Physik. 2. Reihe, 
Bd. 2, S. 269); Curven von constanter Krümmung, Torsion, Totalkrümmung 
und Krümmungsverhältniss (ebendas. 2. Reihe, Bd. 11, S. 101 — 112). — Möllns , 
de la dätermination, sous forme intägrable, des ^quations des courbes, 
dont le rayon de courbure et le rayon de torsion sont liäs par une re- 
lation donn^e quelconque (Joum. de math. pures et appl. S^r. 2*ae^ T. 19, 
p. 425 — 461). — Lyon, sur les courbes ä, torsion constante (Thäse pr. ä la 
fac. des sc. de Paris, Paris 1890). 
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3. Eine besondere Bearbeitung der Erzeugung der Curven, theils 
als Orte eines Punktes, theils als Orte einer Ebene, welche zwei 
Bedingungen genügen, in Verbindung mit einer systematischen Bildung 
von Aufgaben hierüber möchte ich als einen Fortschritt der Curven- 
theorie bezeichnen. Schon eine Sammlung vorhandener Aufgaben nebst 
ihren rein geometrischen Lösungen würde von hohem Werthe sein. 

4. In der Theorie der ebenen Curven sind Untersuchungen über 
die Kette der Evoluten vorhanden, insbesondere darüber, in welchen 
Fällen die Evolute einer Curve, die Evolute dieser Evolute u. s. f. 
in gewissen Verwandtschaften, der Congruenz oder Aehnlichkeit, stehen. 
Für die Curven doppelter Krümmung sind ähnliche Untersuchungen 
über die Kette einer Curve, der Curve deren Krümmungsmittelpunkte, 
der Curve der Krümmungsmittelpunkte dieser u. s, f. oder über die 
einer Curve und der successiven Curven deren Schmiegungskugelmittel- 
punkte möglich und theil weise analytisch in Angriff genommen.* 
Eine geometrische Theorie solcher Forschungen wäre gewiss von Be- 
deutung für die Wissenschaft. 

5. Will maÄ Anwendungen der Curventheorie finden, so bietet 
die Geometrie der Bewegung das ausgiebigste Feld. Wenn ein un- 
veränderliches räumliches System die allgemeinste Art der Bewegung, 
nämlich eine Windungsbewegung um eine continuirlich wechselnde Axe 
besitzt, so bilden die Bahnen der Systempunkte eine Familie von 
Curven doppelter Krümmung, welche continuirlich in einander trans- 
formirbar sind. In dieser Familie giebt es ausgezeichnete Individuen 
und ausgezeichnete Schaaren, wie es in der grossen Gruppe möglicher 
Windungsbewegungen selbst je nach der Art des Gesetzes der Folge 
ihrer Axen und Windungsparameter individuelle Bewegungen und 
Bewegungsgruppen von hervorragender Bedeutung giebt. 

Vielleicht ist es manchem Leser meiner Schrift nicht unerwünscht, 
dass ich auf die hier berührten Probleme hiogedeutet habe. 

* Vgl. Hoppe, das Aous tische Problem in der Curventheorie (Archiv 
f. Mathem. u. Physik, Bd. 66, S. 386). 



